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由 冯 克 勤 、 李 尚志 、 查 建国 、 章 正 编 写 的 《近世 代数 引 论 》, 历经 三 版 反复 
修改 , 作为 数学 系 本 科 生 教材 使 用 已 二 十 余年 。 这 本 教材 有 不 少 较 难 的 习题 。 十 
儿 年 前 , 我 们 在 教学 过 程 中 把 这 些 习 题 的 解答 汇集 成 册 ， 并 不 断 增 加 一 些 新 的 问 
题 ; 2002 年 起 又 将 手写 稿 不 断 完善 成 打印 稿 ， 当 时 都 是 为 自己 教学 上 的 方便 (有 
些 难 题 同学 问 到 , 我 们 有 时 也 难以 当场 作答 ), 从 未 打算 正式 出 版 。 近年 来 , 不 少 
同学 和 青年 教师 口头 或 来 信 索 要 这 份 材料 。 经 过 反复 和 认真 考虑 , 我 们 决定 对 原 
稿 进行 增删 加 修订 , 并 交付 出 版 。 

近世 代数 研究 一 般 的 代数 结构 , 它 是 大 学 生 代 数 训练 的 一 门 重要 课程 。 这 种 
训练 不 仅 对 于 数学 系 学 生 是 很 基本 的 , 而 且 由 于 数字 计算 和 数字 通信 的 发 展 , 近 
世代 数目 前 已 成 为 通信 和 和 计算 机 科学 的 重要 数学 工具 。 目 前 我 国 高 等 学 校 近 世 
代数 的 教学 有 很 大 改进 和 完善 的 余地 。 在 代数 研究 方面 有 一 定 实力 或 教师 梯队 
较 强 的 高 校 , 代数 教学 具有 好 的 水 准 , 学 生 受 到 较为 充分 的 近世 代数 训练 。 而 另 
有 部 分 学 校 的 近世 代数 为 选修 课 , 学 时 少 并 且 没 有 后 续 课 程 , 不 少 学 生 只 是 听 到 
一 些 莫 名 其 妙 的 定义 和 定理 , 做 一 点 形式 慑 辑 的 推导 , 没有 领会 到 这 门 课程 的 真 
详 ; 并 且 在 考试 之 后 , 就 把 学 到 的 一 点 知识 儿 乎 忘 光 了 。 

对 于 二 年 级 或 三 年 级 大 学 生来 说 , 学 习 近 世 代数 这 门 课 普遍 感到 比较 抽象 . 
但 是 抽象 恰恰 是 数学 的 基本 特性 之 一 , 也 是 数学 训练 的 一 个 重要 方面 。 在 这 门 课 
程 中 应 当 让 学 生 学 会 抽象 的 思维 方式 , 如 何 从 许多 具体 的 数学 研究 对 象 中 提炼 出 
它们 的 本 质 ( 群 、 环 、 域 的 定义 ), 并 且 从 这 些 本 质 的 共性 中 推导 出 其 他 共性 (各 
种 类 型 群 、 环 、 域 的 公共 性 质 ), 如 何 对 研究 对 象 进行 合理 的 分 类 , 学 会 不 同 研究 
对 象 之 间 的 比较 方式 ( 即 同 态 ), 并 以 此 来 研究 各 种 对 象 的 代数 结构 。 这 些 数学 思 
考 方式 的 训练 不 仅 对 整个 数学 领域 是 重要 的 , 而 且 对 于 其 他 科学 领域 (乃至 于 社 
会 生活 ) 也 是 基本 的 。 

要 使 学 生 受到 这 种 训练 , 首先 需要 大 量 的 例子 。 在 学 习 近 世 代数 的 时 候 , 学 
生 所 熟悉 的 例子 主要 来 自 初等 数论 和 高 等 代数 。 一般 来 说 ,高 等 代数 的 教学 效果 
还 可 以 , 这 门 课 提 供 向 量 空间 和 和 多项式 环 的 例子 , 并 且 初 步 学 习 了 抽象 思考 方式 : 
问 量 空间 之 间 的 同 态 (线性 映射 ), 子 空间 和 商 空间 , 二 次 型 的 分 类 , 实 或 复 系数 
多 项 式 的 零点 , 带 余 除法 和 因子 分 解 (这 本 质 上 是 在 讲 Clz] 和 R[x] 是 主 理想 整 
环 )。 同 时 又 使 学 生 感 受到 这 些 抽象 思考 方式 和 方法 是 有 用 的 : 它 给 出 线性 方程 
组 的 完整 解法 , 给 出 欧式 空间 中 二 次 曲面 的 完整 分 类 , 也 给 出 解 一 元 高 次 方程 的 
初步 手段 。 另 一 方面 , 初等 数论 中 的 模 m 同 余 类 环 和 它 的 可 逆 元 构成 的 集合 给 
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出 有 限 交 换 群 的 例子 , 还 是 近世 代数 许多 概念 的 源头 (元 的 阶 , 循环 群 和 它 的 生 
成 元 , 环 的 直 和 -- 中 国 剩余 定理 等 等 )。 由 于 多 数学 生 事先 没有 初等 数论 的 “代数 
化 ”训练 , 教师 在 课时 本 来 就 不 多 的 近世 代数 课 上 先 补 授 初 等 数论 的 相关 内 容 ， 
也 很 难 使 学 生 吃 透 。 这 本 习题 集 的 目的 之 一 是 给 学 生 和 教师 提供 更 多 的 例子 。 除 
了 原 教材 中 的 习题 之 外 , 这 次 出 版 前 增加 了 不 少 我 们 认为 有 意义 的 新 例子 ; 每 节 
前 也 加 上 了 “知识 要 点 ”。 由 于 有 限 域 在 理论 和 应 用 上 的 重要 性 以 及 它 在 学 习 过 
程 中 的 有 趣 性 , 我 们 增加 了 “有 限 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ” 和 “有 限 域 上 的 线性 代 
数 ” 两 节 。 对 由 定义 可 直接 得 出 结论 的 , 只 指出 此 点 而 未 详 述 。 

我 们 还 需要 解决 学 习 动 机 的 问题 : 为 什么 需要 学 这 门 课程 ? 善于 思考 的 同学 
甚至 会 问 : 为 什么 非 要 研究 群 、 环 和 域 , 而 不 研究 其 他 的 代数 结构 ? 在 这 个 课程 
中 , 我 们 无 法 讲授 群 、 环 、 域 在 物理 和 通信 等 方面 的 广泛 应 用 , 但 是 可 以 展示 几 
何 对 称 的 群 论 意义 , 集合 在 群 作用 下 的 分 类 和 和 计数。 我 们 还 可 以 做 的 , 是 讲述 群 
的 起 源 和 它 在 数学 发 展 中 的 作用 , 即 域 的 Galois 理论 和 用 它 来 解决 几 个 古代 数 
学 问题 。 这 会 使 一 部 分 学 生 欣 党 到 数学 的 优美 , 并 且 从 历史 中 真切 地 认识 到 ， 除 
了 应 用 的 动力 , 数学 本 身 的 追求 真 请 和 完美 也 是 重要 和 不 可 缺少 的 。 可 惜 由 于 学 
时 所 限 ， 上 述 精品 内 容 在 课 上 无 法 讲授 。 我 们 在 习题 中 作 了 补充 ,例如 对 Galois 
理论 基本 定理 和 代数 方程 根 式 可 解 性 定理 以 习题 的 形式 给 出 了 证 明 ; 对 于 “ 同 构 
延 拓 定理 ”, 也 以 习题 的 形式 给 出 了 它 的 强 形 式 。 

总 之 , 这 本 习题 集 的 出 版 , 目的 是 帮助 同学 和 年 轻 教 师 进 一 步 了 解 近 世代 数 
的 真 详 , 掌握 它 的 思想 和 方法 , 提高 抽象 思维 能 力 。 对 于 只 想 走 捷径 、 应 付 作业 
和 考试 的 同学 , 它 似 乎 没有 太 大 的 益处 , 因为 要 真正 读 懂 这 些 习 题 的 解答 也 需要 
认真 思考 。 一 个 习题 的 解答 通过 简单 的 照搬 , 很 难 成 为 另 一 个 习题 的 解答 。 

北京 师范 大 学 张 英 伯 教 授 仔 细 审 阅 了 全 书 ， 给予 热 情 支持 并 提出 宝贵 意见 。 
北京 航空 航天 大 学 李 尚 志 教 授 和 同济 大 学 查 建 国教 授 一 直 关 心 此 项 工作 。 华 东 
师范 大 学 周 青 教 授 给 予 支持 和 关心 。 上 海 交 通 大 学 姜 保 波 教授 和 武 同 锁 教授 督 
促 我 们 尽快 完稿 。 2003 年 , 当时 的 中 国 科 学 技术 大 学 自动 化 系 研究 生 胡 可 、 计 算 
机 系 研究 生 张 大 力 、 数 学 系 本 科 生 张 仁 、 数 学 系 研究 生 赵 青 、 程 智 先 后 主动 提出 
帮助 打印 本 书 最 初 的 手写 稿 。 中国 科学 技术 大 学 叶 郁 教授 和 山东 大 学 黄 华 林 教 
授 帮 助 校对 。 我 们 一 并 致谢 ! 

作者 欢迎 读者 提出 宝贵 意见 。 


冯 克 勤 ” 于 清华 大 学 
章 正 于 上 海 交 通 大 学 
2009 年 1 月 10 日 
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第 一 部 分 问题 总 


第 1 章 和 群 人 论 


81 集合 与 映射 


1.1.1. 设 B，A; (i € 7 了 均 是 集合 9 的 子 集 , 试 证 : 


1) BN (U 4 = UBNA4) 


ZE7 ZE7 

2) su 人 ma] =[ |(BU 4;). 
i€EJT ZE7 

3) 4 = 门 五 


ZEG7 i€T 


4) 门 4=(J 环 


i€T i€T 


1.1.2. 设 1 : 4 一 > B 是 集合 的 映射 (4,，B 是 非 空 集合 ), 试 证 : 
(1) 了 为 单 射 > 存在 g: B 一 ， 4, 使 得 gf = 14. 
(2) /为 满 射 > 存在 h: B 一， 4 使 得 fh = 1p. 


1.1.3. 如 果 f: A 一 B,g:B-_ 0C 均 是 一 一 对 应 ， 
是 一 一 对 应 , 且 (gf)-! = f-1g-1. 


1.1.4. 设 4 是 有 限 集 , P(4) 是 4 的 全 部 子 集 (包括 空 集 ) 所 构成 的 集 族 . 
试 证 |P(4 | = 214. 换 句 话说 , ”元 集合 共有 2” 个 不 同 的 子 集 . 


1.1.5. 设 fa .A 一 > B 是 集合 的 映射 . 在 集合 4 上 如 下 定义 一 个 关系 : 对 任 
f(a'). 试 证 这 样 定 义 的 关系 是 一 个 等 价 


1.1.6. 设 4, B 是 两 个 有 限 集合 , 则 
(1) 4 到 B 的 不 同 映射 共 有 和 多少 个 ? 
(2) 4 上 不 同 的 二 元 运算 共有 多 少 个 ? 
(3) 4 到 B 的 单 射 共有 多 少 个 ? 


{| 


则 gf: A 一 ,CO 也 


2. 第 一 部 分 问题 总 汇 


1.1.7*， 证 明 等 价 关 系 的 三 个 条 件 是 互相 独立 的 , 即 : 已 知 任意 两 个 条 件 不 
能 推出 第 三 个 条 件 . 


1.1.8*. 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 , 证 明 有 一 组 基 . 
82 群 的 概念 


1.2.1. 令 NV 是 所 有 nxn 上 三 角 非 奇异 复方 阵 的 集合 , P 是 主 对 角 线 上 的 
元 都 是 1 的 上 三 角 方 阵 的 集合 , 运算 定义 为 矩阵 的 乘法 . 试 证 N 和 PP 都 是 群 . 


1.2.2. 令 G 是 实数 对 (a,5), a 冯 0 的 集合 ,在 G 上 定义 (a, b)(c, d) = (ac, ad 十 
b). 试 证 G 是 群 . 


1.2.3. 令 Q 是 任意 一 个 集合 , G 是 一 个 群 , G? 是 Q 到 G 的 所 有 了 映射 的 集合 . 
对 任意 两 个 映射 f,g e G9, 定义 乘积 fg 是 这 样 的 映射 : 对 任意 a € Q, (fg)(a) = 
f(a) g(a). 试 证 G9 是 群 . 


1.2.4. 邻 G 是 所 有 秩 不 大 于 7 的 nxn 复方 阵 的 集合 , 试 证 在 矩阵 的 乘法 
下 G 成 半 群 . 


1.2.5， 举 出 一 个 半 群 的 例子 , 它 不 是 含 么 半 群 ; 再 举 出 一 个 含 么 半 群 的 例子 ， 
它 不 是 群 . 


1.2.6*.， (这 可 作为 群 的 男 一 定义 , 即 群 的 单 边 定 义 ) 设 G 是 一 个 半 群 , 如 来 
(a) G 中 含有 左 么 元 e, 即 对 任意 a € G, ea = a. 
(b) G 的 每 个 元 a 有 左 逆 a-!, 使 得 a-1.a=e. 
试 证 G 是 群 . 
1.2.7*， (这 可 作为 群 的 另 一 定义 : 即 群 的 除法 定义 ) 设 G 是 半 群 , 奢 对 任意 
a, beE G, 方程 za = 和 ay = 5b 在 G 内 有 人 解 , 则 G 是 群 . 


1.2.8*. (这 可 作为 有 限 群 的 另 一 定义 ) 设 G 是 一 个 有 限 半 群 , 如 采 在 G 内 
左右 消去 律 均 成 立 , 即 由 az = ay 或 ra 二 ya 可 推出 z=w, 则 G 是 群 . 


1.2.9. 设 G 是 含 闵 半 和 群 , a, be G. 
(1) 如 果 a 有 逆 元 a-!, 则 a-! 也 有 逆 元 且 (ac = a 
(2) 如 果 a 和 刀 都 具有 首 元 , 则 ab 也 有 逆 元 , 且 (ab)-! = b71a-1. 


1.2.10. 设 了:G 一 > H 是 群 的 同 态 , 则 f(1G) = lg; 且 对 任意 ze G 有 
f(x) = f(x) . 
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1.2.11， 对 任意 ce G, a 记 ar-! 是 群 G 的 自 同 构 当 且 仅 当 G 是 Abel 群 . 
1.2.12. 证明 有 理 数 加 法 群 Q 和 非 零 有 理 数 乘法 群 Q* 不 同 构 . 


1.2.13， 证 明 : 
(1) 有 理 数 加 法 群 Q 和 正 有 理 数 乘法 群 Q+ 不 同 构 
(2) 实数 加 法 群 RR 同 构 于 正 实数 乘法 群 R+. 


1.2.14*， 在 偶数 阶 群 G 中 , 方程 z2 = 1 总 有 偶数 个 解 . 


1.2.15*， 令 G 是 n 阶 有 限 群 ,5 是 G 的 一 个 子 集 , |S| > 和 试 证 对 任意 
g EG, 存在 a,bE 5 使 得 g = ab. 


1.2.16*， 求 有 理 数 加 法 群 Q 的 自 同 构 群 Aut(Q). 
1.2.17*. b 是 含义 半 群 G 中 的 元 a 的 逆 元 当 且 仅 当 成 立 aba = a，ab2a = 1. 


1.2.18*， 令 G 是 n 阶 有 限 群 , a1,a2,.… ,a 是 群 G 的 任意 个 元 , 不 一 定 
两 两 不 同 . 试 证 存在 整数 p 和 g, 1 < p < gq < n, 使 得 apapt41:…ag=1. 


1.2.19*， 群 G 的 自 同 构 a 称 为 没有 不 动 点 的 自 同 构 , 是 指 对 G 的 任意 元 
g 关 1 有 alg) #g. 如 果 有 限 群 G 具有 一 个 没有 不 动 点 的 自 同 构 a 且 oz =1, 则 
G 一 定 是 奇数 阶 Abel 群 


1.2.20*. 设 a,b 是 群 G 的 两 个 元 , 满足 aba = ba?b,a3 = 1,b2?-! = 1. 试 证 
b=1. 


83 子 群 和 陪 集 分 解 
1.3.1， 设 4 是 群 G 的 非 空子 集 , 试 证 4 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 任意 元 
be4ab-ce4( 这 也 相当 于 44-1 = A). 


1.3.2. 设 群 G 中 元 9 的 阶 o(9) = mn, (m,n) = 1. 则 9 = ab, o(a) = 
m，o(b) = 二 n, 且 a,b 均 为 g 的 大 


1.3.3.” 设 群 G 中 两 个 元 9 h 可 换 , o(g) = m, o(h) =n. 记 (m,n), [m,n 
分 别 是 m,n 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 . 则 


(1) olgrh™) = Te 


(2) G 中 存在 阶 为 (m,n) 的 元 ; 
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(3) G 中 存在 阶 为 [m,n| 的 元 . 


1.3.4， 设 4 是 群 G 的 有 限 子 集 , 则 4 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 任意 元 a， 
be A,abe€e Ah. 


1.3.5， 设 4,B 分别 是 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 4A(JB 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 
A<<B 或 B< A. 利用 这 个 事实 证 明 群 G 不 能 表示 成 两 个 真子 群 的 并 . 


1.3.6. 设 4,B 是 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 4B < G 当 目 仅 当 AB = BA. 


1.3.7. 设 4, B 是 群 G 的 两 个 子 群 且 G = 4B. 如 果子 群 C 包含 4, 则 C = 
A(BNMO). 


1.3.8. 设 4 和 B 是 有 限 群 G 的 两 个 非 空子 集 . 看 |4|+|Bl > |Gl, 则 G = 
AB. 


1.3.9. 设 4 和 B 均 为 群 G 的 子 群 , 则 
(1) g(A{|B)=g9AflgB, VgeG. 
(2) 阁 4 和 B 均 有 有 限 的 指数 , 则 4 门 B 也 有 有 限 的 指数 . 


“1.3.10， 如 果 RR 是 群 G 对 于 子 群 4 的 右 陪 集 代 表 元 系 , 则 R-! 是 群 G 对 
于 4 的 左 陪 集 代表 元 系 . 


1.3.11. 设 4 < G, B < G. 如 果 存 在 a, be G, 使 得 Aa = Bb, 则 4A= 5B. 
1.3.12. 设 n> 2, 则 有 限 群 G 中 有 偶数 个 阶 为 n 的 元 . 

1.3.13. 设 a, b 是 群 G 的 任意 两 个 元 , 试 证 a 和 a-!, ab 和 ba 有 相同 的 阶 . 
1.3.14*. 设 A < G, 试 证 CaCaCa(A4) = Ca(4). 


1.3.15*， 试 证 有 限 群 G 的 一 个 真子 群 的 全 部 共 罗 子 群 之 并 不 能 窗 亩 整个 群 
G. 结论 对 无 限 群 是 否 成 立 ? 


1.3.16*. 设 五 和 XK 分 别 是 有 限 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 : 
IHgK|= |HI[K : KfNg Hg]|= |KI[IH : HNgKg ]. 


1.3.17*， 设 4 是 群 G 的 具有 有 限 指数 的 子 群 , 试 证 : 存在 G 的 一 组 元 gi， 
g2,… ,gm, 它们 既 可 以 作为 4 在 G 中 的 右 陪 集 代 表 元 系 , 又 可 以 作为 4 在 G 


中 的 左 陪 集 代 表 元 系 . 


1.3.18*. 令 G = GL(n,C),，P 是 主 对 角 线 上 的 元 均 为 1 的 n xn 上 三 角 方 
阵 全 体形 成 的 G 的 子 群 . 确定 Ne(P),Ce(P) 和 PP 的 中 心 Z(P). 


1.3.19*. 设 G 是 有 限 Abel 群 , 试 证 g 对 应 到 ok 是 G 的 一 个 自 同 构 当 且 
仅 当 和 |G| 互 素 . 


1.3.20*. 设 G 是 奇数 阶 有 限 群 , ae Aut(G) 且 a2 = 1. 令 
Gi={geGla(g)=9g}, G-1= {ge€ Gla(g)= 9g}. 
试 证 : G=GiG-_1 且 Gi 站 Gj_1=1. 
1.3.21*. 设 群 G 的 元 a1，a2, b1,， bo 满足 
Qib1 = 02b2 一 Dial = boa2, ao 一 aa =0=b=1, 
其 中 m 入 n 是 互 素 的 正 整 数 . 则 al = ao, bi = bo. 


84 循 环 群 
1.4.1， 证 明 Euler 定理 : 若 n 是 正 整 数 , a 是 与 n 互 素 的 整数 , 则 ae(m = 
1 (mod n), 其 中 p(n) 是 Euler 函数 , 即 p(n) 是 与 n 互 素 的 不 超过 n 的 正 整 数 
的 个 数 . 
特别 地 , 知 p 是 素数 , 则 得 到 Fermat 小 定理 : ap 三 wa (mod p), Va € ZZ. 


1.4.2. 设 n 是 正 整 数 , 试 证 : 满足 方程 = 1 的 复数 的 集合 G 在 通常 乘法 
下 是 一 个 n 阶 循环 群 . 


1.4.3， 群 G 没有 非 平凡 子 群 的 充分 必要 条 件 是 G = {1} 或 是 素数 阶 循 
环 群 


1.4.4.(1) 设 a 和 ?是 群 G 的 元 , 阶 数 分 别 是 和 m, (n,m)=1 且 ab = ba. 
求 |(ab)|. 
(2) 设 群 G 中 元 9 的 阶 o(g) 与 正 整数 n 互 素 , 在 (g) 中 求解 方程 zm = 9. 


1.4.5， 真 子 群 M 称 为 群 G 的 极 大 子 群 , 如 果 不 存 在 G 的 子 群 B 使 得 M < 
B < G. 确定 无 限 循环 群 的 全 部 极 大 子 群 . 


1.4.6*， 如 采 有 限 群 G 有 唯一 的 极 大 子 群 , 则 G 是 素数 寡 阶 循环 群 . 
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1.4.7， 举 一 个 无 限 群 的 例子 , 它 的 任意 阶 数 不 为 1 的 子 群 都 具有 有 限 指数 


1.4.8， 设 p 是 一 个 素数 ，G = {xz e C | 存在 正 整数 n 使 得 zz =1}, 则 G 
对 于 复数 的 乘法 作成 群 . 试 证 G 的 任意 真子 群 都 是 有 限 阶 的 循环 群 . 


1.4.9， 磊 群 G 只 有 有 限 多 个 子 群 , 则 G 是 有 限 群 . 


1.4.10*， 有 理 数 加 法 群 Q 不 是 循环 群 , 但 它 的 任意 有 限 生成 的 于 群 都 是 循 
环 群 . 


1.4.11*， 在 ” 阶 循环 群 G 中 , 对 m 的 每 个 正 因 子 mm, 阶 为 m 的 元 恰好 有 
p(m) 个, 其 中 yp(m) 是 与 m 互 素 且 不 超过 m 的 正 整数 的 个 数 . 由 此 证 明 等 式 
> pm) = nn. 
ml|n 

1.4.12*. 设 G 是 一 个 n 阶 有 限 群 , 者 对 n 的 每 一 个 因子 m, G 中 至 多 只 有 
一 个 mm 阶 子 群 , 则 G 是 循环 群 . 


1.4.13*. 和 群 G 是 循环 群 当 且 仅 当 G 的 任 一 子 群 形 如 Gm = {g"| ge G}, 其 
中 m 是 非 负 整数 . 


85 正规 子 群 和 商 群 
1.5.1. 令 G 是 实数 对 (a, 5b), a 关 0 带 有 乘法 (ab(c dg) = (ac ad 二 刀 的 群 
试 证 :K = {( be R} 是 G 的 正规 子 群 晶 G/K 全 R*, 这 里 R* 是 非 零 实数 的 
1.5.2. 设 G 是 和 群 N<M<G. 


(1) 如 果 NG, 则 N < AM 
(2) 如 果 WasM, MG，N 是 否 一 定 是 G 的 正规 子 群 ? 


1.5.3， 试 证 : 
(1) 群 G 的 中 心 Z(G) 是 G 的 正规 子 群 . 
(2) 群 G 的 指数 为 2 的 子 群 N 一 定 是 G 的 正规 子 群 . 


1.5.4. (1) 设 N<4G,M 是 G 的 子 群 有 N < M. 则 Na(M)/N = Na(M)， 
这 里 G= G/N, M = MI/N. 

(2) 设 f: G 一 万 是 群 同 态 M < G. 试 证 f-!(f(M)) = KM, 这 里 
kK = Kerf. 
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(3) 设 f: G 一 万 是 群 同 态 . 若 9 是 G 的 一 个 有 限 阶 元 , 则 f(g) 的 阶 整 
除 9 的 阶 . 


1.5.5， 设 M 和 NN 分 别 是 群 G 的 正规 子 群 . 如 果 MN = 1 则 对 任意 
a€E M,beN 有 ab= ba. 


1.5.6. 设 NN 4G,g 是 群 G 的 任意 一 个 元 . 若 g 的 阶 和 |G/N| 互 素 , 则 
g EN. 


1.5.7， 如果 G/2Z(G) 是 循环 群 , 则 G 是 Abel 群 . 


1.5.8*. 用 I(G) 表示 G 的 全 部 内 自 同 构 组 成 的 集合 . 试 证 : I(G) < Aut(G)， 
且 T(G) ¥ G/2(G). 


1.5.9*， 试 证 非 可 换 群 G 的 自 同 构 群 Aut(G) 不 是 循环 群 . 
特别 地 , 震 群 G 只 有 素数 个 自 同 构 , 则 G 是 可 换 群 


1.5.10*. 用 [G, G] 表示 群 G 的 换 位 子 群 , 即 由 所 有 换 位 子 [g, hh] = ghg-1h-1, 
9,h € G 生成 的 G 的 子 群 ; 记 GO = [G,G], GD = [Go-D,Gm-D]， yn>1. 
则 GV 均 是 G 的 正规 子 群 ，v n> 1. 


1.5.11. 设 N 4G,NNMIG,G] = {1}, 则 NN < 2(G). 


1.5.12*.， 群 G 的 非 平凡 子 群 N 称 为 G 的 极 小 子 群 , 如 果 不 存在 子 群 B 使 
得 14 BSGN. 试 证 : 

(1) 整数 加 法 群 2 没有 极 小 子 群 

(2) 有 理 数 加 法 群 Q 既 没有 极 小 子 群 也 没有 极 大 子 群 


1.5.13*， 设 a 是 有 限 群 G 的 自 同 构 . 令 T= {g € G | a(g) = g-!}. 试 证 : 
(1) 车 |> slGl, 则 G 是 Abel 群 


(2) 车 |1|= ell 则 G 一 定 有 指数 为 2 的 Abel 正规 子 群 
36 站 换 群 

1.6.1， 把 置换 oc = (456)(567)(761) 写成 不 相交 轮换 的 积 . 

1.6.2， 讨 论 置换 
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1.6.3. 一 个 置换 的 阶 等 于 它 的 轮换 表示 中 各 个 轮换 因子 的 长 度 的 最 小 公 


1.6.4. 设 o = (12.……n)€ 45, 证明 : Cs (o) = (0). 
1.6.5， 试 证 当 n > 3 时 , 中 心 2(5%) = {1}. 


1.6.6， 当 n> 3 时 , 试 证 n 一 2 个 3 轮换 (123), (124), …, (12n) 是 4， 
的 生成 元 . 


1.6.7， 试 证 44 没有 6 阶 子 群 . 


1.6.8. 设 OO 1 和 O02 是 Dn 中 的 两 个 偶 置 换 . > OO 1 和 O02 在 Sn 中 共 思 ， 则 它 
们 在 4 中 也 一 定 共 斩 吗 ? 


1.6.9*， 确 定 5S4 的 全 部 正规 子 群 . 


1.6.10*， 试 证 : 
(1) 对 称 群 5;, 是 交错 群 4?。 的 子 群 
(2) 每 个 有 限 群 均 是 某 个 交错 群 的 子 群 . 


1.6.11*， Sn 中 型 为 1 和 2% .… nm 的 置换 共有 nl/ | | 这 个 , 由 此 证 明 


2 二 ] 


六 -1 
入 上 
?一 工 


其 中 入 取 遍 所 有 的 型 , 即 入 取 遍 所 有 的 数组 (Xi, 和 2，,… ,Xn), Ni 均 为 非 负 整数 且 
满足 Xi + 2Xa 十 .… 十 mn = 人. 
1.6.12*， 当 n > 2 时 , 试 证 (12) 和 (123 .…m) 是 5 的 一 组 生成 元 . 
87 和 群 在 集合 上 的 作用 


1.7.1， 设 G 作用 在 集合 S$ 上 , 对 任意 wp e 5, 若 存 在 ge G 使 得 ga = 0b， 
则 G。= 9g-1Go9g. 换 句 话说 , 同一 轨道 中 元 的 固定 子 群 彼此 共 思 . 


1.7.2， 设 群 G 在 集合 9S 上 的 作用 是 可 迁 的 , N 是 G 的 正规 子 群 , 则 5 在 
N 作用 下 的 每 个 轨道 有 同样 多 的 元 . 
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1.7.3*. (Burnside 引 理 ) 设 群 G 作用 在 集合 5 上 , 令 t 表 示 5 在 G 作 
用 下 的 轨道 的 条 数 . 对 任意 g & G，F(g) 表示 5 在 g 作用 下 不 动 点 的 个 数 , 即 
F(g)= |{z € Slgz = xz}. 试 证 


>》 Fl(g) 


EG 
A 
IG 


这 驶 是 说 , G 的 每 个 元 在 S$ 上 作用 平均 使 得 t 个 文字 不 动 . 


1.7.4， 求 正四 面体 、 正 六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 (如 下 
图 所 示 ) 的 旋转 群 和 对 称 群 各 有 和 多少 个 元 ? 


D> 


正四 面体 (tetrahedron) 正六 面体 (hexahedron) 正八 面体 (octahedron) 


正 十 二 面体 (dodecahedron) 正二 十 面体 (icosahedron) 


A 
记 。 


1.7.5*， 设 p 是 一 个 素数 , G 是 p 的 方 寡 阶 的 群 . 试 证 G 的 非 正规 子 群 的 个 
数 一 定 是 p 的 倍数 


1.7.6*. 令 G 是 一 个 单 群 , 如 果 存 在 G 的 真子 群 互 使 得 [G : HI] < 4, 则 
Gl<3. 


1.7.7*. 设 五 是 群 G 的 指数 为 n < ow 的 真子 群 , 试 证 FH 一 定 含 有 G 的 一 
个 有 有 限 指数 的 真正 规 子 群 . 
如 果 还 有 IG| > nl, 则 G 不 是 单 群 . 


1.7.8*， 试 证 一 般 线 性 群 GL(n,C) 不 含有 指数 有 限 的 真子 群 
1.7.9*，、 求 对 称 群 53 的 自 同 构 群 Aut(53)， 


. 10 . 第 一 部 分 问题 总 汇 
1.7.10*. 令 G 是 阶 数 为 2"mm 的 群 , 其 中 m 是 奇数 . 如 果 G 含有 一 个 2" 阶 
的 元 , 则 G 含有 一 个 指数 为 27 的 正规 子 群 . 


1.7.11*. 设 a 是 有 限 群 G 的 一 个 目 同 构 . 者 a 把 每 个 元 都 变 到 它 在 G 中 
的 共 斩 元 , 即 对 任意 ge G, g 和 a(9) 共 罗 , 则 a 的 阶 的 每 个 素 因 子 都 是 |G| 的 
因子 . 


1.7.12*， 设 pb 是 |G| 的 最 小 素 因 子 . 若 p 阶 子 群 4 G, 则 4 < 2Z(G). 
特别 地 , p- 群 G 的 p 阶 正规 子 群 含 于 G 的 中 心 . 


88 Sylow 定理 
1.8.1. 设 p 是 |G| 的 素 因 子 , 则 G 有 阶 元 . 


1.8.2. 设 p 是 |G| 的 素 因 子 , 则 方程 zz = 1 在 G 中 的 解 的 个 数 是 p 的 


1.8.3. 证 明 6 阶 非 Abel 群 只 有 53. 

1.8.4，200 阶 群 有 正规 的 Sylow 子 群 . 

1.8.5， 确 定 S54 的 Sylow 子 群 的 个 数 . 

1.8.6. 设 PP 是 有 限 群 G 的 Sylow p- 子 群 , Ne(P) 4 G. 证明 P< G. 


1.8.7. 设 N 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 . 若 素数 p 和 IG/N| 互 素 , 则 N 包含 
G 的 所 有 Sylow p- 子 群 . 


1.8.8. 设 NN 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 , P 是 G 的 Sylow p- 子 群 . 则 
(1) NN 站 PP 是 NN 的 Sylow p- 子 群 . 

(2) PN/N 是 G/N 的 Sylow p- 子 群 . 

(3) (Ne(P)N)/N = Na/n (PN/N). 


1.8.9， 设 G 是 集合 上 的 置换 群 , 已 是 G 的 Sylow p- 子 群 ,a € 2. 大 
p™ | |Gal, 则 p™ | |Pal. 


1.8.10， 确 定 恰 有 3 个 共 斩 拓 的 有 限 非 交 换 群 G. 


1.8.11. 设 已 是 有 限 群 G 的 Sylow p- 子 群 , 五 是 G 的 子 群 , P| |HI. 则 存 
在 a eG 使 得 aPa-1 站 HH 是 古 的 Sylow p- 子 群 . 
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1.8.12，24, 36, 48 阶 群 均 非 单 . 
1.8.13*. 确定 54 的 目 同 构 群 Aut(54). 


1.8.14*， 设 已,… ,已 是 有 限 群 G 的 全 部 Sylow p- 子 群 . 若 对 ;171ER 
i t,1 过 jt 总 有 a 则 t== 1(mod p”). 


1.8.15*， 设 G 是 集合 上 的 置换 群 , a e 7，P 是 固定 子 群 G。 的 Sylow p- 
子 群 , A 是 轨道 Ga 在 P 作用 下 的 全 部 不 动 点 的 集合 . 证 明 Ne(P) 在 A 上 的 
作用 是 可 迁 的 . 


1.8.16*. 设 G 是 24 阶 群 旦 中 心 2(G) =1, 证 明 G 对 54. 


89 ”自由 群 和 和 群 的 表现 


19.1. 设 Gi (1 < i < n) 为 群 , N; < Gi, 则 

(1) Gi x G2 G2 x Gi. 

) (Gi x G2) x G3 Gi x (G2 x Gs). 

) Z(Gi1 XxX: x Gn)= Z(G1) x x Z(Gn,). 

4) Gi x…x Gn 为 Abel 群 当 且 仅 当 每 个 G; 均 为 Abel 群 . 

) Nix::: x Nn, GX... x Gn. 

) Ni x:…x N43Gi x.… x Gn 当 且 仪 当 对 每 个 i, Ni 4 Gi. 

) 当 Ni x :x N, dGi x x Gn 8, (G1 x x Gn)/(Ni x x Ni) 
(Gi/Ni1) x x (Gn /Nn). 


1.9.2. 在 兄 >3, 试问 hn x Zo 与 5% 是 否 同 构 ? 


1.9.3， 设 G= Gix.…xGn, 卫 是 G 的 子 群 . 问 五 是否 一 定形 如 五 = 
Hi x… x Hn, 其 中 H; < Gi;? 


1.9.4. 设 G=GixGo, H4G HHNMNG;={1}),1i1=1,2. 试 证 H<2(G). 
特别 地 , 互 是 Abel 群 . 


1.9.5. 令 G= G1 x:…xG, 且 对 任意 i 关 IGi| 和 |Gj| 互 系 . 则 G 的 任 
意 子 群 互 都 是 它 的 子 群 互 门 ci; (i = 1,… ,n) 的 直 积 . 


1.9.6. 设 G 是 有 限 生成 的 目 由 Abel 群 , rank(G) = 7. 如 采 9 ,go 是 G 
的 一 组 生成 元 , 则 n > 7. 


1.9.7. 如 果 n 是 正 可 数 , 求证 D,, 宕 D,， x 2 
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1.9.8. 以 C* 表示 非 零 复 数 乘法 群 ,R+ 为 正 实数 乘法 群 , R 为 实数 加 法 群 ， 
Z 为 整数 加 法 群 , 则 C* Rt+ x R/(27Z). 


1.9.9， 设 ni,… ,mr 为 自然 数 , 则 

(1) Zn x Zn, 衬 Zn,n, 当 且 仅 当 (n,n,)=1. 
(2) 如 果 (A WR 两 两 互 率 ， 则 Ln, 2 Zn Sy J 
1.9.10. 试 证 7.11.13 阶 群 一 定 是 循环 群 . 
1.9.11*， 试 证 5.7.13 阶 群 为 循环 群 . 


1.9.12*. 设 G; 和 Go 是 两 个 非 交 换 单 群 , 试 证 G1 x Go 的 非 平 几 正规 子 群 
只 有 G1 和 G，. 


1.9.13*. 令 G = (gi1，g2,… ,gn). 如 果 G 的 子 群 4 具有 有 限 指 数 m, 则 4 
可 以 由 2nm 个 元 生成 . 


1.9.14*， 试 证 : 定义 关系 为 


TiTj = TjTi, 2 = 了 不 相 邻 ( 即 人 1), 
(me 一 1 2< 风 一 2 (有 .ii 十 1.i 一 ye 


的 n 一 1 个 元 z1,… ,zn_1 生成 的 群 G, 同 构 于 对 称 群 9 
1.9.15*， 试 证 : 对 n > 3, 定义 关系 为 


(TiTit1) =1, 1=1,...,n—3, 
(Wi) el Vl Md 
的 n 一 2 个 元 x1,… ,zn-_2 生成 的 群 G,, 同 构 于 交错 群 4 
810 有限 生成 Abel 群 
1.10.1， 用 不 变 因子 的 方式 写 出 所 有 互 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 


1.10.2， 试 证 : 有 限 生成 Abel 群 G 是 有 限 群 当 且 仅 当 G 的 一 组 生成 元 均 
是 有 限 阶 元 . 
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1.10.3*， 试 证 有 限 生成 Abel 群 G 是 自由 Abel 群 当 且 仅 当 G 的 每 个 非 堆 
元 都 是 无 限 阶 元 . 


1.10.4*.， 设 Q+ 是 正 有 理 数 乘法 群 , 试 证 : 
(1) Qt 征 目 由 Abel 群 , {p | p 是 素数 } 是 它 的 一 组 基 . 
(2) Q+ 不 是 有 限 生 成 的 . 


1.10.5*， 设 Q 是 有 理 数 加 法 群 , 试 证 : 
(1) Q 不 是 目 由 Abel 群 . 
(2) @@ 的 任意 有 限 生成 的 子 群 都 是 循环 群 , 但 Q 不 是 循环 群 . 


1.10.6， 设 4 为 有 限 Abel 群 , 则 对 于 |4| 的 每 个 正 因子 & 4 均 有 d 阶 子 
群 和 a 阶 商 群 . 


1.10.7. 设 五 是 有 限 Abel 群 4 的 子 群 , 则 有 4 的 子 群 同 构 于 A/H. 


1.10.8， 如 采 有 限 Abel 群 4 不 是 循环 群 , 则 存在 素数 " 使 得 4 有 子 群 同 构 
于 25 三 Zr 由 Do 


1.10.9.， 试 证 : 当 (m,n) = 1 时 , Z @ Z, 的 不 变 因子 组 为 {mmn}; 而 当 
(m,n) > 1 时 , Zm 9@ Zn 的 不 变 因 子 组 为 { (m,n)， [m, nl|}. 


1.10.10. 求 Zz @ Ze @ Zss 的 初等 因子 组 和 不 变 因子 组 . 

1.10.11. 试 证 非 等 复数 乘法 群 C* 的 每 个 有 限 子 群 都 是 循环 群 . 

1.10.12. 设 C,， 4, B 均 为 有 限 Abel 群 . 如 果 G@AGe@B, 求 证 4B. 
1.10.13*. 设 p 是 一 个 素数 , Zs @ Z,2 有 多 少 个 p? 阶 子 群 ? 

1.10.14*. 设 G 是 n 个 p 阶 群 的 直 和 , 问 G 有 多 少 个 极 大 子 群 ? 


1.10.15*.。 如 来 有 限 群 G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 单 群 昌 都 在 G 中 正规 则 G 
只 能 是 p 阶 群 , 或 p? 阶 群 , 或 pg 阶 循环 群 , p, g 是 不 同 的 素数 


1.10.16*. 设 G = Zp @ Zp，p 是 素数 , 则 G 有 p 阶 自 同 构 . 


1.10.17*. 设 |G| = pr*qgt，p, g 是 不 同 的 素数 . 若 群 G 没有 p 阶 自 同 构 , 则 
a 二 0 或 1. 
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$11 小 阶 群 的 结构 
1.11.1. 求 Da 和 Cg 的 中 心 Z (D4) 和 2QF(Qs). 


1.11.2， 每 一 子 群 都 是 正规 子 群 的 群 称 为 Hamilton 群 . 试 证 Qs 是 ( 非 交 换 
的 ) Hamilton 群 . 


1.11.3. 设 |G| = p", n> 1, 则 阶 为 p"-! 的 子 群 五 一 定 是 正规 的 . 
1.11.4. 确定 所 有 互 不 同 构 的 18 阶 群 . 
1.11.5*， 确 定 所 有 互 不 同 构 的 20 阶 群 . 
1.11.6*. 设 pz, g 是 两 个 素数 , p < gq. 试 证: pg 阶 非 Abel 群 G 一 定 可 以 由 下 
述 生成 元 和 定义 关系 给 出 : 
G=(a,b|a?=1=b,a ba = b"), 
其 中 r? = 1(mod q), g 不 整除 + 一 1,，p 整除 g 一 1. 


1.11.7*， 设 p 是 奇 素数 , 试 证 p3 阶 非 Abel 群 G 可 以 由 下 述 生 成 元 和 定义 
关系 给 出 : 
(1) G= (ablar =b?=1, 6b-1ab = alt?). 


(2) G=(a,b,c|lar?=bP=c?=1, ac= ca, cb= be, ab = bac). 
812 可 解 群 和 景 零 群 
1.12.1. 设 TO)(G) 是 G 的 内 自 同 构 群 , TW(G) 是 IW-D(G) 的 内 目 同 构 群 
试 证 : G 是 帘 零 群 当 且 仅 当 存在 n > 1 使 得 IW(G) = {1}. 


1.12.2. 设 a 和 2 是 有 限 寡 零 群 G 的 两 个 元 , om = 妇 =1 且 (mm)=1. 试 
证 ab = ba. 


1.12.3. 设 G 是 有 限 大 和 零 群 , 试 证 : 

(1) 如 果 {1} 关 N46G, 则 NNM2(G) # {1} 

(2) 设 G 是 非 Abel 群 , 4 是 G 的 正规 子 群集 合 中 的 极 大 元 , 且 4 是 Abel 
群 , 则 Cec(4) = 4. 


1.12.4. 设 o,5 是 群 G 的 任意 两 个 元 . 如 果 a, b 和 它们 的 换 位 子 [a, 9] 可 交 
换 , 则 对 任意 整数 m 和 n, [a™, 57] = [oa 可 mm 
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1.12.5. 设 4, B 是 群 G 的 两 个 子 群 , [4, B] 表示 由 {[a,b] 1ae h,be B} 生 
成 的 群 , (4, B) 表示 由 4(B 生成 的 群 . 试 证 : 

(1) [4, BI 4 (4,B). 

(2) 4 24G 当 且 仅 当 [4,G] < 4. 

(3) 如 果 BJ4G 且 Bg4, 则 A4/B<2(G/B) 当 且 仅 当 [4,G|<B. 


1.12.6. 对 任意 群 G, 定义 ri(G) = G, ra(G) = [G, G1], 一般 地 ，rn(G) = 
rn_-1(G), G1. 试 证 : G 是 窜 零 群 当 有 旦 仅 当 存在 n > 1 使 得 x,(G) = {1}. 


1.12.7， 求 二 面体 群 D;, 的 换 位 子 群 , 这 里 D;, = (a,b | a"=b? = 1,b-iab 二 


a-1). 
1.12.8， 试 证 : 对 称 群 5 和 54 是 可 解 群 , 但 不 是 宕 零 群 . 
1.12.9. 设 N 4G. 如 果 N 和 G/N 均 为 寡 零 群 , G 是 否 为 罕 零 群 ? 
1.12.10. 设 NN < Z(G), 试 证 : 如 果 G/N 为 窜 零 群 , 则 G 为 寡 零 群 . 
1.12.11. 设 G= 54, 试 证 G/G2 兰 53， 


1.12.12. 设 4 是 群 G 的 循环 的 正规 子 群 . 试 证 4 和 G' 按 元 可 交换 , 即 对 


任意 ae 4.7zE Gaz = xa. 


1.12.13， 设 a 是 群 G 的 一 个 自 同 构 . 如 果 对 任意 g € G, g-ia(g) € Z(G)， 
则 对 导 群 C' 的 任意 元 a, af(a) = a. 


1.12.14. 设 p, q 7 是 三 个 素数 , 不 一 定 不 相同 , 试 证 : por 阶 群 是 可 解 群 . 
1.12.15， 有 限 群 G 是 可 解 群 当 且 仅 当 G 的 合成 因子 均 是 素数 阶 循环 群 . 


1.12.16. (1) 求 54 的 导出 列 、 合 成 列 和 合成 因子 . 
(2) 求 四 元 数 群 Qs 的 所 有 合成 列 . 


1.12.17. 设 G 是 pr 阶 非 交 换 群 , p 为 素数 . 则 Z(G) = G0. 
1.12.18， 求 对 称 群 5 和 交替 群 A; 的 导出 列 . 

1.12.19， 阶 为 素数 大 的 群 G 是 可 解 群 . 

1.12.20， 对 于 有 限 群 G 来 说 , 下 述 命 题 等 价 : 
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(1) G 是 可 解 群 , 即 有 正 整数 ”使 得 GW = {1}, 其 中 GO) 是 G 的 第 ”次 
导 群 . 

(2) G 有 终止 于 {1} 的 正规 群 列 , 即 存 在 G = Gop GiP>:…PGm= {1}, 且 
Gi <G, 1 < i < m, 使 得 每 个 因子 群 Gi;_1/Gi 均 为 Abel 群 ,1 < i<m. 

(3) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 即 存 在 G = Go > Gil Gn = {1}, 
使 得 每 个 因子 群 G;_1/Gi 均 为 Abel 群 , 1 <i<m. 

(4) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 使 得 每 个 因子 群 均 为 宁 数 阶 循环 群 . 

(5) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 使 得 每 个 因子 群 的 阶 均 为 素数 帘 . 


第 2 章 环 论 


81 基本 概念 


2.1.1， 设 4 是 Abel 群 , End(4) 是 群 4 的 全 部 自 同 态 作成 的 集合 . 对 )/ 
g € End(4) 定义 


(f +g)(a)= f(a)+g(a), (fg)(a)= f(g(a)), VaeAh. 
则 End(4) 对 于 上 述 运 算是 含义 环 . 


2.1.2.， (1)* 举例 表明 含义 环 中 , 一 个 左 可 逆 元 可 以 具有 多 于 一 个 左 逆 . 
(2) 如 果 a 是 含 么 环 中 左 可 逆 元 , 并 且 a 不 是 右 零 因 子 , 则 a 只 有 唯一 的 
左 首 . 


2.1.3， 设 a 是 环 R 中 非 零 元 , 求证 : 

(1) a 不 是 R 中 左 零 因子 当 且 仅 当 由 等 式 ab = ac, 其 中 b,c e R 可 推出 
0 6: 

(2) a 不 是 R 中 右 零 因子 当 且 仅 当 由 等 式 ba = ca, 其 中 b,c € R 可 推出 
be 


2.1.4， 设 n > 2 为 正 整 数 , 求证 : 
(1) 环 ZZ 中 元 互 可 逆 当 且 仅 当 (a,n)=1. 
(2) 大 p 为 系数 , 则 ZZ 是 域 , 奉 ”不 是 素数 , 则 Z 不 是 整 环 . 


2.1.5. (1) 决定 环 ZI[vV-1 | 的 单位 群 , 证 明 此 环 为 整 环 但 不 是 域 . 
(2) 对 于 环 ZI[V-3 ] = {a 十 bY 一 3 | a,b€ Z} 做 同样 事情 . 


2.1.6. 设 RR 和 5 均 为 含义 环 ，f : R 一 > 5 为 环 的 满 同 态 . 则 
(1) f(lr)= 1s. 
(2) 设 0s 冯 1s, 如 果 aeEU(R), 则 f(a)e U(S), 并且 f(a-1)= Fo 


2.1.7， 设 G 是 乘法 群 , 及 为 环 . 定义 集合 RIG| - | 5 rog | rs eR, 并且 


gE€EG 


只 有 有 限 多 个 + 中 规定 RIG] 中 两 个 元 -rog 和 》 tog 相等 当 且 仅 当 


gE€G gE€EG 
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rg 二 tg, V g € G. 在 集合 RIG] 上 定义 


>》 799 十 >》 tg9 = >》 (rs + to)g, 


gE€G IECG gEG 


b> | bz a 2, 的 oo 0 


(1) RIG] 对 于 上 述 加 法 和 乘法 作成 环 (叫做 群 G 在 环 R 上 的 群 环 ). 
(2) RIG] 是 交换 环 当 且 仅 当 R 是 交换 环 且 G 是 Abel 群 . 
(3) 看 环 RR 有 单位 元 1。 而 群 G 的 单位 元 为 e, 则 1,e 是 群 环 RIG] 的 


(4) 及 可 以 目 然 地 看 成 是 RIG] 的 子 环 . 
(5) 设 G 是 有 限 群 , R 是 交换 环 . 求 群 环 RIG] 的 中 心 Z(RIG]). 
(6) RIG] 是 否 为 无 零 因 子 环 ? 


2.1.8. (1) 整数 环 Z 的 加 法 群 自 同 构 是 否 一 定 为 环 的 自 同 构 ? 
(2) 求 Zn 的 全 部 子 环 和 Aut(Z), 其 中 m 为 正 整数 . 


2.1.9，(1) 求 Q 的 全 部 子 域 . 

(2) 求证 QIV2 ] = {a++bV2 | a,b€ Q} 是 实数 域 RR 的 子 域 ; 并 求 Q[V2 ] 的 
全 部 子 域 . 

(3) 求 Aut(Q[IV2 ])， 


2.1.10*.，(1) 设 fe Aut(R)，a, 6eR. 若 ac>0 则 joy > 0. 从 而 , 若 
a > 6, 则 f(a) > f(8). 
(2) 求 Aut(R). 


2.1.11.，(1) 可 将 复数 域 C 髋 到 环 Mo(R) 中 吗 ? 
CE 人 加 us cj ia 的 共 郝 复数 , 求证 工 是 体 


= 


并 且 同 构 于 实 四 元 数 体 弄 . 


2.1.12. 设 忆 为 环 , 如 果 每 个 元 a € RR 均 满足 a? = a, 则 称 R 为 布尔 (Boole) 
环 . 求证 : 

(1) 布尔 环 RR 必 为 交换 环 , 并 且 a+a=0r,vVaeRR. 

(2) 讽 U 是 一 个 集合 , 9 是 U 的 全 部 子 集 构成 的 集 族 , 即 $={V |V CUY. 


对 于 4,B e 5, 定义 
4- 忆 ={cEUlceE4 cg 
A+B= (4- BJ(B- A), 
A.B= ANMB. 

求证 (5, 十 ,.) 是 布尔 环 . 环 5 是 否 有 这 元 ? 


2.1.13*， 试 证 : 
(1) 有 限 整 环 必 为 域 . 
(2) 只 有 有 限 个 理想 的 整 环 RR 是 域 . 


2.1.14， 以 C(R) 表示 全 部 连续 实 函数 f : R 一 、 RR 组 成 的 集合 . 定义 (f 十 
g)(a) = f(a) + g(a),(f :9)(a) = f(a) :g(a), 对 于 f,g EC(R)，a€ RR. 求证 C(R) 
由 此 成 为 含义 交换 环 . 试问 C(R) 是 否 为 整 环 ? 是 否 有 需 零 元 ? 决定 环 C(R) 的 
单位 群 . 


2.1.15. 设 D 为 有 限 体 , 求证 o2 =a,， vae DD. 
2.1.16. 设 G 为 二 元 群 , 试 决 定 群 环 ZIG] 的 单位 群 . 
2.1.17*， 设 a,b 是 含义 环 RR 中 的 元 , 则 1 一 ab 可逆 < 人 1-ba 可逆. 


2.1.18*. (华罗庚 ) 设 含 么 环 R 中 元 a, b, 1 -ab 均 为 单位 , 则 a 一 5b-! 和 
(a 一 6-!)-? 一 a-? 也 是 单位 , 且 


((a—b) -al) =aba—a. 


2.1.19*. (Kaplansky) 含 么 环 中 某 元 在 有 多 于 一 个 右 逆 , 则 它 必然 有 无 限 多 
个 右 逆 . 
2.1.20*，(1) (华罗庚 , 1949) 设 工 是 非 可 换 体 , a 是 工 中 非 中 心 的 元 , 则 芽 
由 a 的 所 有 共 恩 元 生成 . 
(2) (H. Cartan - R. Brauer - 华罗庚 ) 设 工 是 体 , K 是 其 真子 体 , 且 K* = 
K 一 {0} 是 L* 的 正规 子 群 , 则 K 含 于 工 的 中 心 . 
82” 环 的 同 构 定 理 


2.2.1. 环 RR 中 的 元 a 叫做 窜 零 的 , 是 指 存在 正 整 数 m 使 得 a™ = 0. 
(1) 奋 尺 为 交换 环 , a 和 均 为 虞 零 元 , 则 a 十 b 也 是 昨 零 元 . 
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(2) 车 不 为 交换 环 , (1) 中 结论 是 否 仍 成 立 ? 
(3) 交换 环 R 中 寡 零 元 的 集合 N 是 RR 的 理想 , 且 商 环 R/N 中 只 有 0 是 短 
零 元 ， 


2.2.2.， 设 了 是 交换 环 RR 中 的 理想 , 求证 集合 V1 = {re R | 存在 n>1 
使 得 r* e 1} 也 是 环 R 的 理想 . 


2.2.3， 设 忆 为 环 , 集合 Z(R) = {ce R | 对 于 每 个 re R,rc==cr} 叫做 环 环 
的 中 心 . 

(1) 求证 Z(R) 是 R 的 子 环 , 但 不 一 定 是 R 的 理想 . 

(2) 如 果 为 域 , 求证 全 和 矩阵 环 Mi,(F) 的 中 心 为 {alh | a e 于 ,其 中 五 表 
示 n 阶 单位 方 阵 . 


2.2.4，(1)* 设 忆 为 含 么 交换 环 , 求证 环 M6,(R) 中 每 个 理想 均 为 形式 M,,(7)， 
其 中 了 是 R 的 某 个 理想 . 

(2) 若 古 为 域 , 则 Mi,(F) 是 单 环 . 

(3) 放 了 征 合 么 交换 环 RR 中 的 理想 , 求证 有 环 同 构 : M(R)/Mn(I) 闫 
Mn (R/TD). 


2.2.5. 议政 和 五 均 是 环 R 的 理想 ,求证 : 

(1) 五 天 也 是 环 RR 的 理想 , 并 且 I Cc 荆门 2. 是 否 一 定 有 1 = 了 站 12? 

(2) 五 十 五 也 是 环 R 的 理想 , 并 且 它 恰好 是 包含 石和 的 最 小 理想 . 

(3) 设 古 =nZ, 卫 = mzZ (n,m > 1) 是 整数 环 Z 的 两 个 理想 , 求证 : 五 有 2 = 
nmzZ, +h = (n,m)2Z, (LE = [n,mlzZ. 


2.2.6， 设 :RR 一 > 5 是 环 的 同 态 , IT 和 J 分别 是 环 R 和 5 的 理想 , 并 且 
f(7) C J. 按 以 下 方式 作 商 环 之 间 的 映射 : 
f :R/T— $8/7 , ar [flo)), 
其 中 , 对 于 a € R, a=a+1 为 R/T 中 的 元 , 而 [f(a)] = /w+J 为 5/J 中 的 元 . 


(1) 说 明 f 是 定义 合理 的 , 且 是 环 同 态 . 
(2) f :R/T 一 > S/J 是 环 同 构 二 > f(R)+J=5 并且 了 = f-1(7). 


2.2.7. 设 f : R 一 > 5 是 环 的 同 态 . 如 果 RR 是 体 , 求证 f 或 者 是 零 同 态 , 或 
者 是 租 入 . 


2.2.8. 设 (RR, 十 ,…) 是 含 么 环 . 对 于 a,be R, 定 义 a@b=ai+b+1， a@b 二 
ab 十 a 十 b. 求证 (R,@,©) 也 是 含义 环 , 并 且 与 环 (R, 十 ,.) 同 构 . 


2.2.9， 求 证 : 
(1) 春玉 是 主 理想 整 环 , 则 R 的 每 个 同 态 像 也 是 主 理 想 整 环 . 
(2) Zm =Z/mzZ (m > 1) 是 主 理想 整 环 . 


2.2.10. 环 Z/3Z 与 环 Z/62Z 的 子 环 2Z/6Z 是 否 同 构 ? 


IN 
IN 


2.2.11， 设 五 ，… ,及 ,… 均 是 环 R 中 的 理想 ,并 且 Cc 
求证 集合 | | 1 也 是 环 RR 的 理想 


1} 


a 0 
2.2.12*， 求证 了 = | ' ) 
b 5c 


7 的 所 有 理想 . 


a,b,cE z 是 环 M2(Z) 的 子 环 ; 试 决定 环 
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2.3.1， 设 丽 为 无 零 因 了 于 环 (未 上 改 有 单位 元 ) 且 满 足 pr = 0,Vre RR, 其 中 pp 
为 系数 . 能 否 将 RR 艇 到 一 个 无 零 因 子 的 含 么 环 9 中, 使 得 5 的 特征 为 p? 


2.3.2.， 设 DD 为 整 环 , mm 和 nn 为 互 素 的 正 整数 ，a, De D， 如果 a™m = 0b™,， 
a"? 二 07, 求证 a=4. 


2.3.3， 设 Ri (ie 了 ) 是 一 个 非 空 的 环 族 , R= [上 Ri. 求证 : 


ZE 
RR 为 含 么 环 二 > 每 个 RR 均 为 含 么 环 ， 
RR 为 交换 环 < 一 每 个 RR 均 为 交换 环 . 
7 二 (zi) 是 RR 中 单位 < 每 个 zi 均 为 Ri 中 单位 . 
若 丸 为 含 么 环 且 了 工 有 限 , 则 R 中 理想 4 均 形 如 了 = | |] 4i, 其 中 每 个 


i€EI 
2.3.4， 设 5, Ri (Ge 了 均 为 环 R= | | RR, zii: R 一 > Ri(i e 了) 为 正则 投 
ZE 
射 , pi; : S 一 > Ri (i e 7 了 ) 均 是 环 的 同 态 . 求证 存在 唯一 的 环 同 态 p : 5 一 RR, 使 
得 对 于 每 个 ie 了 均 有 op = pi. 
2.3.5. 设 Ri (ie 了 均 为 环 , 求证 : 
1) 办 R={(zi) e ]]R| 只 有 有 限 多 个 xz; 0} 是 ][Ri 的 子 环 . 四 RB 


ZE ZE i€l ZE 
叫做 环 R; (Ge 了) 的 直 和 . 
(2) 设 5 为 环 , 对 于 每 个 ie 7, yi: Ri 一 5 均 为 环 同 态 , 7: Ri 一 押 RB 


CA 
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是 正则 和 通 人 . 则 存在 唯一 的 环 同 态 val PDR 一 5, 使 得 oj = wv .i. 
i€I 
2.3.6. 设 万 ,……… ,是 环 R 的 理想 , 并 且 
(1) 厂 十 … 十 人 = R: 
(2) 对 于 每 个 i (1 <i<n), (++Tii+Titit+… 二 I) = (0). 
求证 RS DE 
| 


2.3.7， 环 RR 中 元 e 叫做 医 等 元 , 如 果 e2 = e. 如 果 e 又 属于 环 R 的 中 心 ， 
则 称 e 为 中 心 才 等 元 ， 

放 尺 是 含 么 环 , e 为 RR 的 中 心 究 等 元 . 求证 : 

(1) 1 一 e 也 是 中 心 寡 等 元 . 

(2) eR 和 (1 一 e)R 均 是 R 的 理想 , 并且 R 守 eR x (1L-e) 尺 . 


2.3.8. 环 玉 中 震 等 元 el, ez 称 为 正 交 的 , 如 果 eles = 0 = ezei. 设 RR, Ri,:… 
Rn 都 是 含 么 环 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) RE Ri x:.. x Ry: 

(2) RR 具有 两 两 正 交 的 中 心 蜂 等 元 e1,.… ,en, 使 得 el 十.… 十 en = 1r, 并 且 
RSER (I<i<n). 


3 


2.3.9*， 设 忆 是 含义 交换 环 , 已 …… ,Pn 为 R 的 素 理 想 而 4 为 R 的 理想 . 
如 和 东 A C 户 U…U Pn, 则 必 存 在 某 个 i (1 < i < m), 使 得 4 cP 


2.3.10. 试 证 : 含义 交换 有 限 环 R 的 素 理想 7 必 是 极 大 理想 . 


2.3.11. 设 P 是 含义 交换 环 RR 的 素 理想 ,A1,.… ,4,, 是 R 的 理想 . 如 果 
P= 全 hi, 则 PP 必 等 于 某 个 4 

l<i<n 

12、 7 Rg 是 环 的 满 同 态 ， K = Kerf. 求证 : 

(1) 奉 书 是 尺 的 素 理想 并 且 已 2 K, 则 f(P) 也 是 5 的 素 理想 . 

(2) 和 耕 & 是 35 的 素 理想 , 则 f-1(Q) = {fae RI| f(a) e Q} 也 是 R 的 素 
理想 . 

(3) 3 中 素 理 想 与 R 中 包含 K 的 素 理 想 是 一 一 对 应 的 . 

将 聚 理想 改 成 极 大 理想 则 以 上 三 个 论断 也 成 立 . 


2.3.13， 设 I 是 环 的 理想 . 求证 R/T 中 素 理想 均 可 写成 形式 P/7 其 中 已 
是 R 中 素 理想 而 且 包 含 工 
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将 素 理想 改 成 极 大 理想 则 此 论断 也 成 立 . 
2.3.14， 设 m > 2, 试 决 定 环 Zn = Z/mzZ 的 全 部 素 理想 和 极 大 理想 . 


2.3.15. 设 环 R 的 加 法 群 同 构 于 有 理 数 加 法 群 (Q, 十 ), 而 乘法 则 定义 为 ab = 
0，Y a,be R. 求证 R 没有 素 理 想 和 极 大 理想 . 


2.3.16，(1) 设 是 含 乏 环 , 则 有 R 的 极 大 理想 均 为 素 理 想 . 

(2) 设 RR 是 主 理想 整 环 , 则 R 的 任 一 非 零 素 理想 均 为 极 大 理想 . 

(3) 设 下 为 域 , 试问 FIz] 中 哪些 理想 是 素 理想 和 极 大 理想 ? 

2.3.17.， 试 证 : 有 单位 元 的 非 零 环 R 的 任 一 真理 想必 包含 于 某 一 极 大 理想 . 
特别 地 , R 有 极 大 理想 (从 而 有 素 理 想 ). 

84 各 类 整 环 

2.4.1. (1) 设 尺 为 整 环 .和 莒 (p) 是 R 的 非 零 极 大 理想 , 则 p 为 不 可 约 元 . 

(2) 设 有 R 为 主 理想 整 环 . 铬 p 为 不 可 约 元 , 则 (p) 也 是 R 的 极 大 理想 . 

2.4.2. 设 为 整 环 , 则 p 为 素 元 当 且 仅 当 (p) 是 R 的 非 零 素 理想 . 


2.4.3，(1) 设 尺 为 整 环 . 右 p 为 素 元 , 则 p 为 不 可 约 元 . 
(2) 设 RR 为 主 理想 整 环 . 看 p 为 不 可 约 元 , 则 p 为 素 元 . 


2.4.4， 设 a 为 主 理想 整 环 D 中 的 非 零 元 . 求证 : 若 a 为 素 元 , 则 D/(a) 为 
域 ; 在 a 不 是 素 元 , 则 D/(a) 不 是 整 环 . 


2.4.5， 设 为 整 环 , a,be RR 一 {0},，a ~b( 即 a 与 5 相伴 ). 求证 : 
(1) 大 a 为 不 可 约 元 , 则 5b 也 为 不 可 约 元 . 
(2) 硅 a 为 和 聚 元 , 则 也 为 素 元 . 


2.4.6. 设 为 UFD, a, b,c 为 R 中 非 零 元 . 求证 : 
(1) ab ~ (a,b)la, 0]; 
(2) 硅 a|bc, (a,b)=1, 则 a|c. 


2.4.7. 设 RR 为 PID, 求证 : 
(1) (a) NN() = (lo 四 并且 (a) (Nb) = (a) (0) > (a,b) =1. 
(2) 方程 az 十 by ==c 在 RR 中 有 解 (x,y) 的 充分 条 件 是 (a,b) | c. 


2.4.8， 如 果 DD 为 整 环 但 不 是 域 , 则 DIz] 不 是 主 理想 整 环 : 特别 地 , Z[z] 不 
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是 PID. 
2.4.9. 证 明 ZIV-2] 是 ED, 从 而 是 UFD. 而 ZIvV-3] 不 是 UFD. 


2.4.10， 设 D 是 PID,， 硼 为 整 环 , 并 且 D 是 巨 的 子 环 , a,be D 一 {0}. 如 
末 d 是 a 和 v， 在 DD 中 的 最 大 公 因 子 ,证 明 4 也 是 a 和 在 五 中 的 最 大 公 因 子 . 


2.4.11. 求 50 和 19+9% 在 2Zf] 中 的 最 大 公 因 子 . 
2.4.12*， 充 oa 十 页 EZI 且 吧 十 好 =Dp，D 为 素数 , 则 Zi/(a+ i) 宏和 2,. 
85 多 项 式 环 
2.5.1， 试 决定 环 Z[z] 和 QI[z] 的 自 同 构 群 . 
2.5.2， 如果 co,… ,cn 是 整 环 D 中 两 两 相 异 的 nn 十 1 个 元 , do ,qd 是 也 
中 任意 n 填 1 个 元 , 求证 : 
(1) 在 D[z] 中 至 多 存在 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 f(z), 使 得 f(c;) = 4d;(0 < 


LE 

(2) 如 果 DD 为 域 , 则 (1) 中 所 述 的 多 项 式 是 存在 的 . 

2.5.3. 2z 十 2 在 Z[zl 和 QI[z] 中 是 否 为 不 可 约 元 ? 2 十 1 在 R[x] 和 Clz] 中 
是 否 为 不 可 约 元 ? 

2.5.4， 设 D 和 态 为 整 环 , D C ，f(x) e DIz], c 是 f(z) 在 EB 中 的 一 个 
根 . 利用 形式 微 商 确定 根 c 的 重 数 . 

2.5.5.， 设 是 域 , f(z) e Fx]，c1,… ,cm 是 f(z) 在 下 中 两 两 相 异 的 根 ， 
并 且 根 c; 的 重 数 为 和 ,i = 1,… ,m. 求证 A 十 .十 < deg ff. 


2.5.6. 设 f= uir' EZlz| 为 首 1 多项式 , p 为 素数 , 以 a 表示 ae 在 环 
的 目 然 同 态 Z 一 Zp = Z/pZ 之 下 的 像 , 而 令 f(x) = zi e Zp[zl]. 求证 : 

(1) 如 未 对 菏 个 素数 p，f(z) 在 Zp[z] 中 不 可 约 , 则 f(z) 在 Z[z] 中 不 可 约 . 

(2) 如 末 f(z) 不 是 Z[zx] 中 首 1 多 项 式 , 试问 (1) 中 的 结论 是 否 成 立 ? 

2.5.7. 设 DD 为 UFD, 玉 为 DD 的 商 域 ， f(x) 为 DIzx] 中 首 1 多 项 式 . 求证 : 
f(z) 在 也 [z] 中 的 每 个 首 1 多 项 式 因 子 必然 属于 DI[zxl. 


2.5.8. 设 呈 是 含 么 交换 环 , f(zx) = yy Ee RIz|. 则 f e U(RIzx|) < 全 ao 
i=0 
U(R), 并 且 a1,… ,an 均 是 RIz] 中 的 寡 零 元 . 


第 2 章 环 论 Dy 


Nn 


2.5.9*.。 (Eisenstein 判别 法 的 推广 ) 设 f(z) = 》 aiz € ZIzx], degf =n. 
(oo oa, ,an) = 1. 如 果 存在 素数 p 和 整数 (0 < 及 之 n), 使 得 
ptaxrx, pla: (0<i<k—1), p+ao, 
求证 f(z) 在 Z[z] 中 必 存 在 次 数 > 的 不 可 约 因子 . 
2.5.10. 将 xz? 一 1 (3<n<10) 在 Z[zx| 中 作 素 因子 分 解 . 


2.5.11. 设 万 为 整 环 , f(z) es D[z]，c € D，g(z) = f(z 十 c) es D[z]. 求证 : 
(1) f(x) 在 D[z] 中 本 原 * g(z) 在 DIz] 中 本 原 . 
(2) f(z) 在 D[z] 中 不 可 约 < 全 g(z) 在 D[z] 中 不 可 约 . 


2.5.12. 设 RR 为 任意 环 , 定义 集合 


Rllvll Se {So | an €R, 02 


n= 二 0 
每 个 元 > an22 叫做 RR 上 关于 zz 的 形式 窜 级 数 . 定义 
n=0 


> anT” 十 >》 be >》 (an 十 bp)Z 
Do 


其 中 cn = 》 aib;, n = 0,1,2,…. 求证 : 
?十 7 一 人 
(1) RI[z]] 对 于 上 述 加 法 和 乘法 形成 环 , 叫做 环 R 上 关于 zx 的 形式 寡 级 
数 环 . 
(2) 大 R 有 乏 元 1, 则 1 也 是 RIIz]] 的 么 元 . 若 R 为 交换 环 , 则 RIIz]] 也 是 
交换 环 . 
(3) 多 项 式 环 RIzx] 自然 看 成 是 RI[z]| 的 子 环 . 


(4) 设 是 含义 交换 环 , f(zx) = 3 an2n € R[[z]]. 则 
f(z) Ee U(RIIz)]) > ao EU(BR). 
(5) 看 ao 在 R 中 不 可 约 , 则 f(zx) 在 RI[z]] 中 不 可 约 . 


2.5.13， 设 是 域 , 求证 : 
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(1) 环 F[[z]] 只 有 一 个 极 大 理想 M, 并 且 F[[z]] 中 全 部 理想 为 M" (n = 
0,1,2,….), 其 中 规定 M? = Fl|[z]j]. 并 且 当 nm 时, M* 关 AM 
(2) Ff[[z]] 为 主 理想 整 环 , 从 而 为 UFD. 


2.5.14.， Zz 十 1 是 否 为 环 ZIzl] 和 2Z[[z]] 中 单位 ? z2 十 3z 十 2 是 否 为 ZIzx| 和 
Z[[z]] 中 不 可 约 元 ? 


2.5.15*， 设 f(z) 是 Q[z] 中 奇 次 不 可 约 多 项 式 , a 和 6 是 f(x) 在 QQ 的 某 个 
扩 域 中 两 个 不 同 的 根 . 求证 a+6¢@&. 


2.5.16*.。 设 是 域 , f(z1,z2) 和 g(xz1,7x2) 是 k[zx1, x2] 中 两 个 互 素 的 多 项 
式 . 求证 在 大 的 任意 扩 域 中 f(zx1,z2) = 0 和 9(zizz) = 0 均 只 有 有 限 多 公共 解 


(ZX1, XT2). 


81 域 的 扩张 


3.1.1. 设 K/F 为 域 的 扩张 , 求证 : 
(1) 大 [K : Ff] 是 素数 , 则 K = F(w), 其 中 必 是 天 中 任 一 不 属于 丰 的 元 
(2) 右 ve 天 是 已 上 奇 次 代数 元 , 则 F(w) = FF(w?). 


3.1.2. 求 元 a 在 域 尺 上 的 极 小 多 项 式 , 其 中 
(1) ae=V2+V3, 下 =Q(V6) 

(2) ao=V2+V3, 下 =Q(V2) 

(3) a=V2+V3, 下 =@Q. 


3.1.3.， 放 v 属于 下 的 某 个 扩 域 , 并 且 业 在 已 上 代数 . 如 果 /ffz) 为 在 Ff 
上 的 极 小 多 项 式 , 则 f(z) 必 为 Flz] 中 不 可 约 多 项 式 . 反之 , 若 f(z) 是 Fl[z| 中 
首 1 不 可 约 多 项 式 , 并 且 f(w) = 0, 则 f(z) 为 在 已 上 的 极 小 多 项 式 . 


3.1.4. 设 以 是 域 的 某 扩 域 中 的 元 , 并 且 x7 -a 是 久 在 上 的 极 小 多 项 
式 . 对 于 mln, 求 如 在 域 上 的 极 小 多 项 式 . 


3.1.5， 让 K/F 为 域 的 代数 扩张 , D 为 整 环 并 且 FF Cc D cK, 求证 DD 为 域 
3.1.6， 设 K/F 为 域 扩张 , ae K. 若 ace F(a™m)，m > 1, 则 a 在 上 代数 . 


3.1.7， 充 4 是 多 项 式 1z3 - 6z2 + 9x 十 3 的 一 个 实 根 . 
(1) 求证 [Q(w) : Q] = 3; 
(2) 将 wt， (w+1)-!1,，(w? 一 6vw 十 3) 一 表示 成 1，w，w? 的 Q- 线性 组 合 . 


3.1.8， 设 p 为 素数 , 求 扩张 Q(e)/Q 和 Q(e 符 )/Q 的 次 数 . 
3.1.9. 放 Zz 征 Q 上 的 超越 元 ,v = z3/(z 十 1). 求 [Q(z): Q(w)l. 


3.1.10.，() 设 天 /下 是 域 的 扩张 ,求证 M = {ae kK|a 在 Ff 上 代数 } 为 K 
的 一 个 包含 的 子 域 ( 称 作 FF 在 KK 中 的 代数 闭 包 ). 

(2) 这 K/F 为 域 的 扩张 , K 是 代数 封闭 域 . 则 (1) 中 的 域 M 是 已 的 一 个 代 
数 闭 包 ( 即 M 是 代数 封闭 域 且 M/F 是 代数 扩张 ). 


3.1.11. 议 M/F 为 域 的 扩张 , M 中 的 元 w wv 分别 是 上 的 m 次 和 n 次 代 
数 元 . KK = (ww), EB = (wv). 求证 : 
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(1) [KE:F| < mon; 
(2) 如 果 (m,n)=1, 则 [KE :FF|= mn. 


3.1.12， 试 证 天 于 域 K 的 以 下 四 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) K 为 代数 封闭 域 

(2) K[z] 中 每 个 次 数 > 1 的 多 项 式 在 KIz] 中 均 可 表示 成 一 些 一 次 多 项 式 
的 乘积 ; 

(3) K[zx] 中 每 个 次 数 > 1 的 多 项 式 在 K 中 均 有 根 ; 

(4) f(zx) 为 K|z| 中 不 可 约 元 二 > deg f(z7)=1. 


3.1.13. 设 K = Q(a) 为 Q 的 单 扩张 , 其 中 a 在 Q 上 代数 . 求证 |Aut(K)| < 


3.1.14， 给 出 域 扩 张 K/F 的 例子 , 使 得 KK = Pu 和 vv 均 是 上 超越 
元 , 但 是 KK 关 F(z1, 7x2), 其 中 F(z1,x2) 表示 fF 上 两 个 独立 的 不 定 元 zl, za 的 
有 理 函 数 域 . 


3.1.15 . 如 果 人 是 K 上 关于 文字 TX1,''' ,Vn 的 有 理 顺 数 (Bh UE KK (Tis ) 
zn)), 但 是 凿 和 天 ,求证 必 在 天 上 超越 


3.1.16 ， 设 KK 是 域 , xz 是 K 上 的 超越 元 , ve K(x), u 4 K. 求证 > 在 域 
K(w) 上 代数 . 


3.1.17， 设 BB/F 是 域 的 扩张 , 如 果 对 每 个 元 we EE, a 4 fa 在 下 上 均 是 
超越 元 , 则 称 E/F 为 纯 超 越 扩 张 . 求证 : 

(1) F(z)/F 是 纯 超 越 扩 张 . 

(2) 对 于 任意 域 扩张 EB/FF, 求证 存在 唯一 的 中 间 域 M, 使 得 /MM 为 纯 超越 
扩张 , 而 M/F 为 代数 扩张 . 


82 分 有 裂 域 
3.2.1， 写 出 二 元 域 Z。 = Z/2Z 上 一 个 二 次 不 可 约 多 项 式 f(z). 将 f(x) 的 
一 个 根 添 加 到 Za 中 , 写 出 域 Zz(uw) 的 全 部 元 以 及 它们 的 加 法 表 和 乘法 表 . 


3.2.2. 设 f(x) 是 KIz] 中 多 项 式 , deg f(x) = 只 >1. 求证 存在 KK 的 某 个 扩 
域 五, 使 得 [EB :K] < nl, 并且 f(x) 在 E(xz) 中 分 解 成 n 个 一 次 多 项 式 之 积 . 


3.2.3*，(1) 设 n 是 正 整 数 , 域 的 特征 为 零 或 与 n 互 厅 . 则 多 项 式 zx?-1e. 
Flz|] 在 中 的 根 集 G 是 nn 阶 循环 群 , 其 中 是 x7 一 1 在 Ff 上 的 分 异 域 的 任 


一 扩 域 
(2) 域 的 乘法 群 的 任 一 有 限 子 群 均 是 循环 群 . 


3.2.4， 放 下 是 特征 不 为 2 的 域 , 求证 环 的 每 个 二 次 扩张 均 有 形式 F(Va)， 
d EeE PP. 如 果 char == 2, 结论 是 否 成 立 ? 


3.2.5. 设 玉 为 域 ,ce 也 ,p 为 素数 . 求证 : x? 一 c 在 下 [zx] 中 不 可 约 二 > x? 一 c 
在 下 中 无 根 . 


3.2.6*， 设 玉 是 特征 p 域 , p 为 素数 ,ce 书 . 
(1) 求证 : zz 一 zx 一 c 在 Fz] 中 不 可 约 <> zx? 一 z 一 c 在 下 中 无 根 . 
(2) 如 果 char F = 0, 试问 (1) 中 结论 是 否 仍 旧 成 立 ? 


3.2.7*， 设 耳 为 域 , 是 F(z) 中 次 多 项 式 f(z) 在 上 的 分 裂 域 . 求证 
[五 :天 4 


3.2.8. 设 也 为 zx” 一 1 在 Q@ 上 的 分 裂 域 . 求 [BE : Q], 并 决定 Galois 群 
Gal(E/Q). 


83 ”有限 域 的 结构 


3.3.1.， (1) 列 出 Z。 上 全 部 次 数 小 于 5 的 不 可 约 多 项 式 . 
(2) 列 出 Z3 上 全 部 2 次 不 可 约 多 项 式 . 


3.3.2， 构 作 一 个 8 元 域 , 并 指出 它 的 加 法 法 则 和 乘法 法 则 . 


3.3.3， 给 出 9 元 域 Zas(w) 和 9 元 域 Z3(v) 之 间 的 一 个 同 构 , 其 中 尺 和 w 分 
别 是 Zs[x] 中 多 项 式 ?十 1 和 zx? 十 zxz 十 2 的 根 . 


3.3.4，(1) p? 元 域 = Zou 中 的 久 是 否 一 定 是 乘法 循环 群 F* 的 生成 元 ? 
(2) 大 n 和 2" 一 1 均 是 素数 , 2" 元 域 Zo(w) 中 的 元 w 是 否 一 定 是 其 乘法 循 
环 群 的 生成 元 ? 


3.3.5， Fo[z] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 f(z) 称 为 lz] 中 的 n 次 本 原 多 项 
式 , 如 条 f(x) 的 某 一 根 % 是 域 F(w) 的 乘法 循环 群 的 生成 元 . 

(1) 证 明 x4 十 z 十 1 为 Zz[z| 中 本 原 多 项 式 . 

(2) 列 出 16 元 域 Zs(w) 中 (唯一 的 ).4 元 子 域 玉 的 全 部 元 , 这 里 v 是 
74 十 XZ 十 1€ Zz| 的 一 个 根 . 

(3) 求 出 久 在 4 元 域 上 的 极 小 多 项 式 . 
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3.3.6，(1) 证 明 z4 上 +z3+z2+z+l 为 Zalzl 中 不 可 约 多 项 式 但 不 是 本 原 多 
项 式 . 

(2) 令 才 为 太 +z+z2+Zz+le2Zoz] 的 一 个 根 , 试问 五 6 = 22(v) 中 哪些 
元 是 Fie 的 乘法 群 的 生成 元 ? 


3.3.7.， 设 下 为 9 元 域 ,g = p", p 为 素数 , 万 是 Aut(F) 的 m 阶 子 群 , K = 
{a EeE 了 | 对 每 个 ae 互 , a(a) = a}. 求证 : 

(1) 了 |m: 

(2) K 是 FF 中 唯一 的 pr/ 元 子 域 . 


3.3.8， 求 证 : 

(1) Fyn 2 om > Mn. 

(2) 设 Pn 2 on, 令 G= {oeAut(fyn)| 对 每 个 ae Pm, o(a) = oj 则 
G 是 n/m 阶 循环 群 . 


3.3.9， 求 证 : 代数 封闭 域 必 是 无 限 域 . 
3.3.10*， 求 证 : 域 尺 是 有 限 域 当 且 仅 当 三 的 乘法 群 Fr* 是 循环 群 . 
3.3.11*， 设 a,be 已 。7 是 奇数 . 若 ao2 + 刀 2 上 +a=0 则 ac=5=0. 


3.3.12*， 设 玉 是 有 限 域 , a,b e F*. 求证 : 对 每 个 ceE 卫 , 方程 oz2 十 by = ec 
特别 地 , 有 限 域 的 任意 元 均 可 写成 两 个 元 的 平方 和 . 


3.3.13*. 设 下 = 古 , (n,q)=1, 思 为 xz? 一 1 在 上 的 分 裂 域 . 求证 : [E :本 
是 满足 n|(q* 一 1) 的 最 小 正 整数 大 


3.3.14*， 设 ce 请,mm 为 正 整数 . 则 

(1) 方程 zm = 在 馈 中 有 解 当 且 仅 当 cw =1. 

(2) 奎 zm =c 在 五 中 有 解 , 它 恰 有 (gq 一 1,m) 个 解 . 

(3) 所 中 恰 有 全 个 元 c, 使 得 方程 zm = c 在 丽 中 有 解 . 


3.3.15*.， 设 gd 为 素数 需 ， 求证 : 

(1) 有 限 域 的 所 有 元 之 和 为 零 , 其 中 gq 大 2. 

(2) 设 g 一 1 = ds, d,s 均 为 正 整 数 且 s > 1, 则 Fr (唯一 ) 的 s 阶 子 群 的 所 
有 元 之 和 为 零 . 
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(3) 设 m 为 正 整数 , 则 


站 (g—1)|m, 
2 的 0， (q 一 m. 


a€EF, 


$4 ”有 限 域 上 的 不 可 约 多 项 式 
3.4.1， 对 每 个 正 整数 n，F[z] 中 必 存 在 n 次 不 可 约 多 项 式 ， 


3.4.2*， 多 项 式 x4 一 xz 是 Fy[z] 中 所 有 次 数 整除 n 的 不 可 约 首 1 多 项 式 的 
习 积 . 

特别 地 , Ff 上 任 一 n 次 不 可 约 首 1 多 项 式 均 是 zz - z 的 次 数 最 高 的 不 可 
约 因 子 . 


3.4.3. 设 f(z) 是 五 |z] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 ,为 f(x) 的 一 个 根 . 则 

(1) f(z) 共有 7 个 彼此 不 同 的 根 : w， v4),… ,vr 

(2) n 是 使 得 ve -1 = 1 的 最 小 正 整 数 . 

(3) 设 1 是 的 乘法 阶 , 则 n 是 使 得 1| gr 一 1 的 最 小 正 整 数 ; 且 f(x) 的 任 
一 根 的 乘法 阶 均 为 1. 

3.4.4， 求 证 : x5 一 z 十 1 是 Zafz] 中 的 本 原 多 项 式 . 

3.4.5*， (1) 设 f(z) 是 五 [zx] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 . 若 f(z) 的 一 个 根 
u 为 域 (wv) 的 乘法 循环 群 Fe*(w) 的 生成 元 , 则 f(z) 的 每 个 根 也 都 是 Fr(w) 的 
生成 元 . 

(2) 五 [z] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 f(zx) 称 为 [zx] 中 的 m erie 
如 果 f(x) 的 某 一 根 v 是 域 包 (w) 的 乘法 循环 群 的 生成 元 ， 证 明 [zx] 中 共 


ee ps 
整数 中 与 互 素 的 正 整数 的 个 数 ) 


3.4.6*， 求 证 : 当 n > 3 时, z2 十 z 十 1 是 Zo|zx] 中 可 约 多 项 式 . 
3.4.7*，M5bius 函数 : N 一 {0,1 -1 定义 如 下 : 


5 和 交 三 和 本 
un) 一 《 0， 右 m 被 素数 的 平方 整除 ， 
(-1)”， 硅 n 是 7 个 互 异 的 素数 之 积 . 


则 
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(1) 是 积 性 函数 , 即 : 若 n 和 m 是 互 素 的 正 整数 , 则 jy(mn) = ym)p(n). 
(2) 对 于 任 一 正 整 数 n 有 


> HA(d) -> (a) I 


i i 
(3) (M6bius 反 演 律 ) 设 瑟 和 均 为 正 整 数 集 N 到 Abel 群 G 的 映射 (G 
的 运算 用 加 法 表示 ). 若 
H(n)= > _h(d), vneN, 
din 
则 
h(n) = Sp (=) H(d) = y pd)H 的 ,YneN; 


dln dln 


反之 亦 然 
3.4.8*， 求 证 : 有 限 域 P, 上 m 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 Na(m) 为 


Na(n) = ~ Sd)aY = -Dp (5) 0 
dln 


dln, 
85 ” 有限 域 上 的 线性 代数 
3.5.1， 以 下 方 阵 的 集合 


abceF 


OO OO 二 
OO 一 QQ 
+ © Sr 


对 于 矩阵 的 乘法 作成 93 阶 非 Abel 群 . 
3.5.2*， 求 有 限 域 fh 上 m (m > 1) 次 一 般 线性 群 GZm(E) 的 阶 . 
3.5.3*， 求 有 限 域 玉 上 m (m > 2) 次 特殊 线性 群 Sm(E) 的 阶 . 


3.5.4*， 证 明 有 限 域 上 m (m > 1) 维 线性 空间 V 有 s 组 (两 两 不 同 的 ) 
基 , 其 中 
(g™ — 1)(g™ — 9g):…(g™— gq™ ) 
ml 


3.5.5， 有 限 域 尺 。 作 为 其 子 域 F， 上 的 线性 空间 , 有 多 少 组 (两 两 不 同 的 ) 
基 ? 


9 一 
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3.5.6*， 求 证 : 有 限 域 上 mm (m > 1) 维 线性 空间 VV 的 t(1<t<m) 维 
子 空间 的 个 数 为 
(g™ — 1)(g™ — gq):…:(g™ — gq !) 
(gt: — 1)(gt: ~ q)... (gq: — gi) 


3.5.7， 设 v 是 非 零 实 数 且 非 单位 根 , 证 明 


(g™ —1)(g™—q)..(g™”—g) (gq™—1)(g™—g).…(g™"—g™ 7) 


CE CT EC 人 Dr 


由 此 即 和 : 有 限 域 fj 上 m (m > 1) 维 线 性 空间 VV 的 t(1<t<m-1) 维 
子 空间 的 个 数 等 于 V 的 m 一 t 维 子 空间 的 个 数 . 


3.5.8， 将 有 限 域 fj 看 成 其 子 域 .fh 上 的 m 维 线性 空间 , 则 

(1) 有 限 域 jm 有 多 少 个 t (1 < t < m) 维 五 -于 空间 ? 

(2) 有 限 域 Fm 有 多 少 组 含有 t (1 < t < m) 个 元 的 本- 线性 无 关 问 量 组 ? 
3.5.9*， 设 G 为 Galois 群 Gal(, /Fy). 对 于 每 个 oe 下 。 令 


T(a)= 》_o(a), N(a)= [| ol0). 


OEG OEG 


(1) TT: 了 ,一 > fy 是 -线性 满 射 
(2) N : F*, 一 、 Fx 是 乘法 群 的 满 同 态 


3.5.10*， 求 群 G = GL,(Z,) 的 Sylow p- 子 群 的 个 数 . 


3.5.11*. Dedekind 引 理 : 设 是 任 一 域 , 则 Aut(B) 的 任 一 有 限 子 集 是 
EB- 线性 无 关 的 , 即 对 于 Aut(E) 的 任 一 有 限 子 集 Q, 如 果 》 fl(o)o = 0, 其 中 


CE 人 


f(o)jeE,voeQN, 则 fl(o)=0, Vv en. 


36 可 分 扩张 
3.6.1， 设 下 .是 特征 为 0 的 域 , f(zx) 为 FIz] 中 正 次 数 首 1 多 项 式 , qd(z) = 
(f(z), 了 (Zz)), 其 中 jz) 是 f(z) 的 导数 . 求证 : g(z) = f(z)/d(z) 和 f(z) 有 同样 
的 根 , 并 且 g(x) 无 重 根 . 


3.6.2. 设 卫 是 特征 为 p 的 域 (p 为 素数 )，f (7x) 为 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 . 求 
证 : f(x) 的 所 有 根 均 有 相同 的 重 数 , 上 且 这 个 公共 重 数 有 形式 pe (e > 0). 
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3.6.3， 娘 下 是 特征 为 p 的 域 (p 为 素数 ), EJ/F 为 代数 扩张 . 求证 : 对 每 个 
Q EB 均 存 在 整数 n > 0, 使 得 az” 在 下 上 可 分 . 


3.6.4， 设 有 域 扩张 K/F, char 五 一 p,a EK. 则 a 是 下 上 的 可 分 元 当 且 仅 
当 F(a) = F(a?). 


3.6.5*， 设 a 在 下 上 可 分 ,6 在 (a) 上 可 分 , 则 6 在 下 上 可 分 . 


3.6.6*， (1) 设 B/F 为 代数 扩张 , S 是 五 的 子 集 . 证 明 : F(5)/F 是 可 分 扩 
张 当 且 仅 当 5 中 元 在 fF 上 都 是 可 分 的 . 

(2) 看 aw 6 在 下 上 可 分 , 则 a tp,00, 3 (8 关 0) 均 在 ff 上 可 分 . 

(3) 五 上 可 分 多 项 式 在 Ff 上 的 分 裂 域 在 上 可 分 . 

(4) 大/K 和 KK/F 为 可 分 扩张 , 则 E/F 为 可 分 扩张 ; 反之 亦 然 . 


3.6.7*， 同 构 延 拓 定 理 的 强 形式 ” 设 o:F 一 ,Ff' 是 域 同 构 , f(x) = anx" 十 
an-12" 十 … 十 Qiz 十 Qo 是 下 [z] 中 的 正 次 数 多 项 式 , 和 BY 分别 是 flz) 在 下 
上 和 f°(z) = o(an)x"? 十 g(an_1)z”! 十 .… 十 o(a1)z 十 o(aqo) 在 FI 上 的 分 裂 域 
则 o 可 延 拓 成 域 同 构 EB 一 已; 这 种 延 拓 的 个 数 m 满足 1<m<[E:HH. 

而 且 m= [2: 卫 | 当量 仪 当 f(z) 是 上 的 可 分 多 项 式 . 


3.6.8， 让 了 马 = 五 (x,y), 了 = 也 (xz?, y?), 其 中 态 为 了 元 域 xz,y 是 上 
的 超越 元 . 求证 : 

(1) [EB:FI=p’. 

(2) E/F 不 是 单 扩 张 . 

(3) 五 / 玉 有 无 限 多 个 中 间 域 . 


3.6.9，(1) 看 EB/F 为 代数 扩张 , FF 为 完全 域 , 则 EE 也 为 完全 域 . 

(2) 硅 E/F 为 有 限 扩 张 , 忆 为 完全 域 , 问 下 是 否 也 为 完全 域 ? 

(3) 大 B/F 为 有 限 生成 扩张 (不 必 为 代数 扩张 ), EB 为 完全 域 , 问 下 是否 也 
为 完全 域 ? 

(4) 硅 EE/F 为 有 限 扩张 , 五 为 完全 域 , 问 F 是 否 也 为 完全 域 ? 

(5) 大 B/F 为 代数 扩张 (不 必 为 有 限 扩 张 ), 为 完全 域 , 问 F 是 否 也 为 完 
全 域 ? ; 


87 正规 扩张 


3.7.1. 设 一 =Q(a), 其 中 a3 +a2 -2a 一 1==0. 求证 : 
(1) a* 一 2 也 是 十 Xz?2 一 27 一 1 二 0 的 根 . 


(2) BZ/Q 是 正规 扩张 . 
3.7.2. 设 BJ/F 和 K/F 均 是 正规 扩张 , 求证 : EK/F 也 是 正规 扩张 . 
3.7.3， 域 的 二 次 扩张 /Ff 必 是 正规 扩张 . 试 决定 二 次 扩张 的 Galois 群 . 


3.7.4，(1) 如 果 EE/M 和 M/F 均 是 域 的 正规 扩张 , 试问 E/F 是 否 一 定 为 
正规 扩张 ? 

(2) 如 果 EE/F 是 正规 扩张 ,MY 是 它们 的 中 间 域 , 试问 EB/M 和 M/F 是 否 
一 定 为 正规 扩张 ? 


3.7.5*， 设 /F 为 有 限 代 数 扩张 . 求证 : EE/F 为 正规 扩张 => 对 于 FIz] 中 
任意 不 可 约 多 项 式 f(x),， f(x) 在 Elz] 中 的 所 有 不 可 约 因子 均 有 相同 的 次 数 . 


3.7.6*， 设 BJ/F 为 有 限 正 规 扩张 , G = Gal(E/F)，M 是 EI/F 的 中 间 域 . 则 
M/F 是 正规 扩张 当量 仪 当 o(M)=M, YoE€EG. 
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81 基本 定理 
4.1.1. 求证 : 
(1) Gal(E/ 一 ):02 一 >*T 和 Inv :TT 一 > Q 是 反 序 的 映射 , 即 若 Mi C M。, 则 
Gal(E/Mi) 2 Gal(E/M;2); 大 Hi < Hy, 则 Inv(Hi) 2 Inv(H,). 
(2) (作用 3 次 等 于 作用 1 次 ) 对 于 M e 0, HH eT 有 


Gal(E/Inv(Gal(E/M))) = Gal(E/M), Inv(Gal(E/Inv(H))) = Inv(H). 


4.1.2*， 证 明 Artin 引 理 : 设 KK 是 域 , G 是 KK 的 自 同 构 群 Aut(K) 的 有 限 
子 群 . 则 有 [K :Inv(G)] <|IG|， 这 里 Inv(G)={aeK|o(a)=a,voeG }. 


4.1.3*， 证明 Galois 理论 基本 定理 


(1) Gal(8/-): 0 一 TT 和 Inv: TT 一 ，Q 是 互 逆 的 反 序 的 映射 
(2) 五 是 G 的 正规 子 群 当 且 仪 当 Inv(H)/F 是 正规 扩张 . 在 这 种 情况 下 , 有 


Gal(Inv(H)/F) ¥ G/H. 


4.1.4. 设 望 = Q(V2,V3,4), w= (9 一 5V3)(2 一 V2). 求证 B/Q 是 Galois 
扩张 , 并 决定 Galois 群 Gal(E/Q). 


4.1.5. 议 马 = C(t) (复数 域 上 上 有理 函数 域 ),o, r e Gal(B/C), 其 中 o(t) = wt, 
w 二 e273, 7(t) = t-!. 求证 : 

(1) rr 和 ec 生成 的 群 囊 是 Gal(B/C) 的 6 阶 子 群 . 

(2) Inv(H) = C(t3 +1t-3). 


4.1.6， 设 域 F 的 特征 为 素数 p, ce G = Gal(F(z)/ 交 , 其 中 olz) = zz 十 1 
令 互 为 由 生成 的 G 之 子 群 , 求证 | 有 | = p. 试问 : Inv(H) =? 


4.1.7， 设 域 的 特征 为 素数 p, ae 下. 求证 : 

(1) z? 一 x 一 a 是 Fz] 中 不 可 约 多 项 式 二 > 不 存在 cE ,使 得 a= 二 cP- 

(2) 如 果 xz? 一 zx 一 a 在 Flzx] 中 不 可 约 , 令 a 为 x? 一 zx 一 a 的 一 个 根 , 求证 
F(a)/F 为 Galois 扩张 . 试 决定 Galois 群 Gal(F(a)/F). 


4.1.8*. 设 工 和 MM 均 是 域 的 子 域 . 求证 : 如 果 LL/(LNMm MM) 为 有 限 Galois 
扩张 , 则 LM/M 也 为 有 限 Galois 扩张 , 并 且 Gal(LM/M) 室 Gal(L/(LNM)). 
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4.1.9， 设 已 /已 为 有 限 Galois 扩张 , N 和 MM 为 中 间 域 ,已 2 N 2 MD 
并 且 N 是 M 在 下 上 的 正规 闭 包 . 求证 : 


GallE/N)= 们 ocoGal(g/M)o-!. 
oc€EGal(E/F) 


4.1.10. 设 马 为 x4 一 2 在 QQ 上 的 分 裂 域 . 
(1) 试 求 出 BO/Q 的 全 部 中 间 域 . 
(2) 试问 哪些 中 间 域 是 Q 的 Galois 扩张 ? 哪些 域 彼 此 共 斩 ? 


4.1.11. 设 5 = e 吾 ,求证 Q(O/Q 是 Galois 扩张 . 求 G = Gal(Q(C)/Q). 列 
出 G 的 全 部 子 群 和 它们 对 应 的 Q(C)/Q 的 中 间 域 


4.1.12， 对 C=e 人 i 做 4.1.11 题 的 事情 . 


4.1.13， 设 ”为 大 于 2 的 整数 , C= ei, RR 为 实数 域 . 求证 : Q(C,) 站 R= 
Q(G + x1). 


4.1.14*. 设 p 为 奇 素数 , Go = e7i. 求证 Q(C) 有 唯一 的 二 次 子 域 KK ( 即 KK 
为 Q(G) 的 子 域 并 且 [K : Q] = 2). 进而 , K 是 实 二 次 域 ( 即 K C R) < p= 
1 (mod 4). 


4.1.15. 设 B/F 为 有 限 Galois 扩张 . 如 果 对 任 一 域 K (FF GK CE),K 对 
F 均 有 相同 的 扩张 次 数 [K : 可, 则 [EB : 古 = p,p 为 素数 


4.1.16， (1) 求证 Q(V2, V3, V5)/Q 是 Galois 扩张 , 并 求 此 扩张 的 Galois 群 . 
(2) 求 元 V6 十 V10 十 V15 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 . 

(3) 求证 V6 e Q@ (V6 + V10 十 V15). 

(4) 求 V2+V3 在 QI(V6+V10+VI15) 上 的 极 小 多 项 式 . 


82 方程 的 Galois 和 群 


4.2.1. 设 已 是 特征 为 2 的 域 . 求 f(z) 在 下 上 的 Galois 群 , 其 中 
(1) jz) 三 友 十 2 十 1 
(2) jz) =2 二 22 十 1. 


4.2.2， 设 f(x) e RIz] 是 三 次 不 可 约 多 项 式 . 求证 : d(f) > 0 当 且 仅 当 f(x) 
有 三 个 实 根 ; a(f) < 0 当 且 仅 当 f(x) 只 有 一 个 实 根 . 


4.2.3， 求 Galois 群 Gal(Q(V2(1 +i))/Q), 其 中 i = VvV-l. 


. 38 . 第 一 部 分 问题 总 ' 汇 


4.2.4， 设 p 为 素数 ,a e Q@，z? 一 a 为 QIz] 中 不 可 约 多 项 式 . 求 z-a 在 Q 
上 的 Galois 群 . 


4.2.5. 决定 f(z) 在 Q 上 的 Galois 群 , 其 中 


(1) f(z)=2— 67z+3. 

(2) To 1 0 

4.2.6， 决 定 f(x) 在 域 上 的 Galois 群 , 其 中 
人 

(2) f(72)= 27° -5, F=Q(vV5). 

(3) f(z) =24 -5, F=Q(V) 

(4) f(x7)=2x 10r :+4, F=Q 


4.2.7. 设 n>2 是 正 整数 , 域 FF 的 特征 为 零 或 与 n 互 素 , 上 是 次 本 原单 
位 根 , 忆 是 f(z) = zr" 一 1 在 下 上 的 分 裂 域 . 则 
(Zn & Pa 
Gal(f (7x), FP) = ta ce 
其 中 (Zn)* 是 ZZ 的 单位 群 . 
4.2.8， 设 n > 2 是 正 整数 , 域 玉 的 特征 为 零 或 与 n 互 素 , £ 是 ”次 本 原单 
位 根 且 te F, 忆 是 f(x) = xz? 一 ae€E Flz| 在 ff 上 的 分 裂 域 . 则 Gal(f(zx), 了) 是 
循环 和 群 ; 且 当 f(x) 在 上 不 可 约 时 , Gal(f(z), 了 ) 是 n 阶 循环 群 . 


4.2.9*. 设 pn (p 为 素数 , n > 1) 次 Galois 扩张 已/F 的 Galois 群 Gal(B/f) 
是 p" 阶 循环 群 , L 是 EB/F 的 中 间 域 且 已: 刀 =p 车 EB=Lw), 则 B= FF(v). 
4.2.10*， 设 BB/F 是 有 限 次 Galois 扩张 , 其 Galois 群 Gal(E/F) 含有 最 小 子 
群 A, =Inv(A). 帮 EB=Lw), 则 EE= FF(v). 
4.2.11. 任 一 有 限 群 均 是 某 个 域 上 可 分 多 项 式 的 Galois 群 . 
83 方程 的 根 式 可 解 性 
4.3.1*， 设 p 次 Galois 扩张 B/F 的 Galois 群 Gal(B/F) 是 p 阶 循环 群 (p 


为 素数 ), 且 FF 含有 p 次 本 原单 位 根 5. 则 存在 de 使 得 EE=F(d), dp EF 
故 BJ/F 是 根 式 扩 张 . 


4.3.2*， 设 域 玉 的 特征 为 零 , BE 是 F 上 正 次 数 多 项 式 f(z) 在 上 的 分 裂 
域 . 在 Gal(B/F) 是 可 解 群 , 则 f(z) = 0 在 下 上 根 式 可 解 . 
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4.3.3*， 设 下 是 任意 特征 的 域 , E/F 是 有 限 可 分 扩张 . 车 /FP 有 根 式 扩 张 
链 , 则 存在 BE 的 有 限 扩 域 N, 使 得 N/F 是 有 限 正规 扩张 , 且 N/F 也 有 根 式 扩 
张 链 . 


4.3.4*， 设 域 严 的 特征 为 零 , 是 尺 上 正 次 数 多 项 式 f(z) 在 上 的 分 裂 
域 . 右 f(x) = 0 在 已 上 根 式 可 解 , 则 Gal( 瑟 /局 ) 是 可 解 群 . 


第 一 部 分 问题 解答 


第 1 章 和 群 论 


$1 集合 与 映射 


知识 要 点 : 

集合 的 概念 与 运算 : es，&，CSC，2，S，2，&， 世 的 意思 ; 并 (4UB)、 交 
(4 门 B)、 大 (4 一 B)、 卡 氏 积 (4 x B)、 补 (A). 

映射 、 单 射 、 满 射 、 一 一 映射 、 首 映射、 映射 的 合成 . 

二 元 运算 . 

集合 上 关系 ; 集合 上 的 等 价 关 系 ; 集合 的 划分 ; 集合 上 的 等 价 关 系 和 集合 的 
划分 之 间 的 一 一 对 应 ; 等 价 类 与 代表 元 系 . 

有 限 集 与 无 限 集 、 可 数 集 与 不 可 数 集 、 集合 的 势 . 

偏 序 集 ; 链 ( 指 偏 序 集 的 子 集 , 其 中 任意 两 个 元 均 可 比较 ); Zorn 引 理 : 如 果 
偏 序 集 5S 的 任 一 链 均 有 上 界 , 则 5 中 必 有 极 大 元 . 


1.1.1， 设 B，Ai (i € 7 均 是 集合 9 的 子 集 , 试 证 : 


(1) Bf (U 4 一 (J(B8N 4;). 


ZEL A 


(2) BU (N 4 = 人 (BEU4)， 


CA (A 


(3) U4= 门 五 


iEI ie7 
(4) (1 4; = 元 
= iel 
证 (1) 由 定义 ze 瑟 门 (U 4 当 且 仅 当 ze 互 且 zx 属于 某 一 4;; 当日 
sel 
仅 当 z 属于 某 一 B 门 4i; 当 且 仅 当 ze 【jj(B 门 4;). 


i€EJ 


(2) 由 定义 ze BU (nN 4 当 且 仅 当 z 属于 B, 或 者 z 属于 任 一 4i, i eT 


i€EJT 


第 1 章 群 论 .41 . 


当 且 仅 当 x 属于 任 一 BU 4i, ie 三 当 且 仅 当 ze 门 (BU4i) 
(A 
(3) 由 定义 x € (J 4; 当 且 仪 当 x € (Y, XT 和 (|) 4; 当日 仪 当 x € Q, z 不 属 
ZE7 (A 
于 任何 一 个 4;; 当 且 仅 当 ze En 
ET 


(4) 同 理 可 证 . | 图 
1.1.2. 设 f : 4 一 B 是 集合 的 映射 (4, B 是 非 空 集合 ), 试 证 : 


(1) f 为 单 射 < 全 存在 g: B 一，A4, 使 得 gf = 14. 
(2) f 为 满 射 = 一 > 存在 h: B 一 ， 4, 使 得 fh=15. 


证 (1) 和 看 f 是 单 射 , 则 可 以 定义 g:B 一 A 如 下 : 


a， 右 b= f(a)， 
b) = 
9(b) hm 否则 


其 中 ao 是 4 中 某 一 固定 元 . 因 f 是 单 射 , 9 的 定义 是 合理 的 , 则 gf = 14. 反之 . 
议 f(a1) = f(a2), a1, a2 € A. 则 ql = gf(a1) = gf(a2) =a2, BEF 为 单 射 . 
(2) 同 理 可 证 . 国 


1.1.3， 如 果 f: A 一 -BB， 9 : B 一 C 均 是 一 一 对 应 , 则 gf: A 一 >，C 也 
是 一 一 对 应 , 且 (gj)-! = f-1g-! 

证 (gj 站 (三 9) =918g 1=1lc， (f-!lg-!)(gf)=f-!lgf =14. 故 gf 
也 是 一 一 对 应 , 且 (gf)-! = f-1g-1. 闻 


1.1.4， 设 4 是 有 限 集 , P(4) 是 4 的 全 部 子 集 (包括 空 集 ) 所 构成 的 集 族 . 
试 证 |P(4)| = 241. 换言之 , n 元 集合 共有 2” 个 不 同 的 子 集 . 

证 Es m < n. 故 |P(A4)| = 
Cn 二 CT 十 CO 十 CO = 2n. 国 


1.1.5. 设 f : 4 一 > B 是 集合 的 映射 . 在 集合 4 上 如 下 定义 一 个 关系 : 对 任 
意 a, a € A，a ~ a' 当 且 仅 当 f(a) = f(a'). 试 证 这 样 定义 的 关系 是 一 个 等 价 
证 容易 看 出 这 种 关系 具有 自 反 性 ( 即 f(a) = f(a), Vae 4)、 对 称 性 ( 即 由 
f(a) = f(b) 可 推出 f(b) = f(a)) 和 传递 性 ( 即 由 f(a) = f(b) 和 f(b) = f(c) 可 
推出 f(a) = f(c)), 从 而 它 是 等 价 关 系 . 请 


1.1.6， 议 4, B 是 两 个 有 限 集合 , 则 


42: 第 二 部 分 问题 解答 


(1) 4 到 互 的 不 同 映 射 共有 多 少 个 ? 

(2) 4 上 不 同 的 二 元 运算 共有 多 少 个 ? 

(3) 4 到 互 的 单 射 共有 多 少 个 ? 

解 (1) 设 |4|=n, |B|=m, 则 4 到 B 有 mr" 个 不 同 的 映 射 . 

(2) 设 |4|=n, 则 |4Ax4=n2. 故 由 (1) 知 4xA 到 44 有 mn" 个 不 同 的 
映射 . 即 4 上 有 mw 个 不 同 的 二 元 运算 . 

(3) 设 |4|=n, |B|=m. 若 n>m, 显然 4 到 B 没有 单 射 ; 厂 n<m, 则 
4 到 B 有 一 了 一 个 单 射 四 

(7m — n)! 

1.1.7*. 证 明 等 价 关 系 的 三 个 条 件 是 互相 独立 的 , 即 : 已 知 任意 两 个 条 件 不 
能 推出 第 三 个 条 件 . 

证 例如 , 实数 集 及 中 的 关系 < 满足 自 反 性 和 传递 性 , 但 不 满足 对 称 性 . 

实数 集中 关系 ~ 满足 目 反 性 和 对 称 性 , 但 不 满足 传递 性 , 其 中 a ~ 5 < 全 
la—b|l<1. 

在 非 负 整数 集 No 中 定义 关系 ~, 其 中 a ~b < 全 aa 与 5 均 为 正 数 且 有 相同 
的 奇偶 性 . 则 易 见 ~ 满足 对 称 性 和 传递 性 , 但 不 满足 自 反 性 : 因为 没有 0 ~ 0. 

注 设 关 系 ~ 满足 : 对 任 一 元 a, 均 有 元 b 使 得 a ~ 5b. 则 由 ~ 的 对 称 性 和 
传递 性 可 推出 ~ 具有 自 反 性 . 图 


1.1.8*. 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 , 证 明 V 有 一 组 基 . 

证 V 的 子 集 工 称 为 线性 无 关 的 向 量 组 , 如 果 工 中 任意 有 限 个 回 量 均 是 线 
性 无 天 的 . 

令 5 是 V 中 所 有 线性 无 关 的 问 量 组 作成 的 集合 , 则 5 对 于 集合 的 包含 关 
系 作成 偏 序 集 . 设 了 = {Li | ie 1} 是 5 的 一 个 链 ， 则 L = UU;cj Li 也 是 线性 无 
关 的 向 量 组 . 事实 上 , 设 cl, ,am 是 工 中 任意 有 限 个 元 , 则 每 个 au 属于 某 一 
Lj,. 因为 了 是 链 , 故 存在 ;Ye 工 使 得 ol, ,am € Li. 从 而 aa …… ,am 是 线性 

于 是 Le 5S, 工 是 T 的 一 个 上 界 . 由 Zorn 引 理 知 S 有 极 大 元 M. 不 难 验证 
M 就 是 V 的 基 : 即 M 是 线性 无 关 组 , 且 V 中 任 一 元 均 是 M 中 有 限 个 元 的 线 
性 组 合 . 国 


82 群 的 概念 
知识 要 点 : 
群 是 带 有 一 个 二 元 运算 的 ( 非 空 ) 集合 , 这 个 运算 满足 结合 律 , 具有 单位 元 ， 
且 任 一 元 具有 逆 元 . 
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群 的 简单 性 质 : 单位 元 的 唯一 性 、 每 个 元 的 逆 元 的 唯一 性 、 左右 消去 律 、 穿 
脱 原理 ( 指 (ab)-! = b-1a-1). 

群 的 简单 例子 : 数 群 、 复 数 域 C 上 的 n 次 一 般 线性 群 CIZ(n,C); 复数 域 C 
上 的 n 次 特殊 线性 群 SL(n,C); n 次 正 交 群 O(n, 民 ); n 次 西 群 UV(n,C); 整数 环 
Z 上 的 n 次 特殊 线性 群 SL(n,Z) (特别 地 , 它 对 求 逆 封闭 ); 集合 的 变换 群 (乘法 
是 什么 ?); 剩余 类 加 法 群 (第 一 次 遇 到 “定义 合理 性 ”问题 )， 

群 的 稍 进 一 此 的 性 质 ( 单 边 定义 ; 除法 定义 ; 有 限 半 群 成 群 的 充 要 条 件 ). 

有 限 群 的 群 表 及 其 特性 . 

群 同 信 与 群 同 构 及 其 意义 . 

群 的 目 同 构 群 . 


1.2.1. 令 入 是 所 有 nxn 上 三 角 非 奇异 复方 阵 的 集合 , P 是 主 对 角 线 上 的 
元 都 是 1 的 上 三 角 方 阵 的 集合 , 运算 定义 为 矩阵 的 乘法 . 试 证 N 和 P 都 是 群 . 

证 方 阵 的 乘法 有 结合 律 ; n 阶 单位 阵 是 N 的 单位 元 ; 两 个 n 阶 上 三 角 非 
奇异 复 阵 的 积 仍 是 n 阶 上 三 角 非 奇异 复 阵 ; 一 个 n 阶 上 三 角 非 奇异 复 阵 的 逆 仍 
是 n 阶 上 三 角 非 奇异 复 阵 . 故 依 群 的 定义 知 N 是 群 . 

同 理 P 是 群 . 总 


1.2.2. 令 G 是 实数 对 (a,b), a 类 0 的 集合 , 在 G 上 定义 (a,b) (c,d) = 
(ac, ad 十 中. 试 证 G 是 群 . 

证 多 证 上 述 定 义 的 乘法 有 结合 律 , (1,0) 是 其 单位 元 , 任意 元 (a,5) eG 有 

元 (1/a, -b/a). 故 由 群 的 定义 知 G 对 于 上 述 乘 法 成 为 群 . 


1.2.3. 令 0 是 任意 一 个 集合 , G 是 一 个 群 , G? 是 9 到 G 的 所 有 映射 的 集合 . 
对 任意 两 个 映射 f,g e G?, 定义 乘积 fg 是 这 样 的 映射 : 对 任意 ae 9， (fg9)(a) = 
f(a) g(a). 试 证 G* 是 群 . 

证 吻 知 上 述 乘 法 有 结合 律 , 1 e G? 是 其 单位 元 , 其 中 1(a) = lc,Vaem 
(lc 表示 群 G 的 单位 元 ); 任 一 元 fe G? 有 逆 元 f-!, 其 中 f-1i(a) := (f(a))-1， 
VY a EQ. 故 G2 成 为 群 . 这 个 群 为 Abel 群 当 且 仅 当 G 是 Abel 群 . 澡 


1.2.4. 令 G 是 所 有 秩 不 大 于 7 的 nxn 复方 阵 的 集合 , 试 证 在 矩阵 的 乘法 
下 G 成 半 群 . 

证 注意 到 两 个 秩 不 大 于 7 的 n 阶 和 矩阵 的 积 仍 然 是 一 个 秩 不 大 于 7 的 n 阶 
和 矩阵, 并 且 方 阵 的 乘法 满足 结合 律 . 由 定义 即 知 G 是 半 群 . | 


1.2.5， 众 出 一 个 半 和 群 的 例子 , 它 不 是 含 么 半 群 ; 再 举 出 一 个 含 么 半 群 的 例子 ， 
它 不 是 群 . 


“ 44 : 第 二 部 分 问题 解答 


解 题 1.2.4 中 的 G 是 一 个 半 群 , 当 > < n 时 , 它 不 是 一 个 含 么 半 群 ; 当 
r 三 n 时 , 它 是 一 个 售 乏 半 群 , 但 不 是 群 . 
又 如 , 整数 集 Z 对 于 乘法 成 为 一 个 含 么 半 群 , 但 不 是 群 . 图 


1.2.6*. (这 可 作为 群 的 男 一 定义 , 即 群 的 单 边 定义 ) 设 G 是 一 个 半 群 , 如 果 
(a) G 中 含有 左 么 元 e, 即 对 任意 a € G, ea = a; 

(b) G 的 每 个 元 a 有 左 逆 a-!, 使 得 a-1.a=e. 

试 证 G 是 群 . 

证 用 (a-!)-! 表示 a-! 的 左 逆 元 , 则 


a:a =e(a:a ')=(a ') la aa =(a ea 一 (oa =e. 


这 表明 a 的 左 逆 元 a-! 也 满足 a.a-!1=e. 而 ae = a(a-1a) = ea = a, 这 表明 e 
是 G 的 单位 元 , a-! 是 a 的 逆 元 , 故 G 是 群 . 加 


1.2.7*. (这 可 作为 群 的 男 一 定义 : 即 群 的 除法 定义 ) 设 G 是 半 群 , 奉 对 任意 
a, bE G, 方 程 za = 和 ay = 5b 在 G 内 有 解 , 则 G 是 群 . 
证 首先 G 非 空 , 故 有 ae G. 则 za = a 有 解 e. 对 于 任 一 be G, 有 weG 
使 ay = 6b. 于 是 
eb= eay= ay= b. 


这 表明 e 是 G 的 左 单位 元 . 而 xb = e 有 解 则 意味 着 ”有 左 逆 元 . 因此 由 题 1.2.6 
的 结论 可 知 G 是 群 . 法 


1.2.8*. (这 可 作为 有 限 群 的 另 一 定义 ) 设 G 是 一 个 有 限 半 群 , 如 果 在 G 内 
左右 消去 律 均 成 立 , 即 由 az = ay 或 za = ya 可 推出 xz = vy, 则 G 是 群 . 
证 设 G= {al,… ,an}, 由 消去 律 知 


{Q1Qi,) 有 , Qn Qi} 3 {QiQ1, a Gon 


vai E G. 故 存 在 ee G, 使 得 a; = ea. 
于 是 对 于 任 一 di € Ci 有 ak ecG 使 得 Qj 二 QiQk-. 从 而 


CQ; 一 €QiQk 二 QiQk 一 Qj. 


这 表明 e 是 左 单位 元 , 又 因为 ee G = Gaj, 故 oj 有 左 逆 元 . 由 此 即 知 G 是 群 . 
米 


1.2.9. 设 G 是 含义 半 群 , a, be G. 
(1) 如 果 a 有 逆 元 a-!, 则 a-! 也 有 逆 元 且 (a-1)-1= a. 
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(2) 如 果 a 和 ?都 具有 道 元 , 则 ab 也 有 逆 元 , 且 (ab)-! =b-1a-l. 
证 由 定义 直接 验证 . 国 


1.2.10， 设 f :G 一 万 是 群 的 同 态 , 则 f(16) = 1g; 且 对 任意 ze G 有 
jz ) = jz) 一 

证 jlc)j(lec) = jie'lc) = f(16) = f(1e)1lg, 故 由 消去 律 知 f(16)= 1 
因为 jz )f(z) = f(z 2)= f(le)=1g, 故 f(z-!) = f(z)-!. 加 


1.2.11， 对 任意 ae G, am a-! 是 群 G 的 自 同 构 当 且 仅 当 G 是 Abel 群 . 
证 ”将 每 一 元 变 成 其 逆 元 是 自 同 构 < (ab)-!=a-!ib-l,va,beG < 全 
ab=(a -101)-1=ba,YVa,beG < G 是 Abel 和 群 | 


1.2.12. 证 明 有 理 数 加 法 群 Q 和 非 零 有 理 数 乘法 群 Q* 不 同 构 . 
证 ”看 (Q,+) 兰 (Q*,.), 则 有 群 同 构 f 和 a € Q 使 得 f(a) = 2, 从 而 


2 = f(a) = 了 (5+) = 了 (2) , 即 V3 是 有 理 数 , 矛盾 . 
1.2.13， 证明: 


(1) 有 理 数 加 法 群 Q 和 正 有 理 数 乘法 群 Q+ 不 同 构 . 

(2) 实数 加 法 群 及 同 构 于 正 实数 乘法 群 R+. 

证 (1) 题 1.2.12 的 证 明 也 适用 于 本 题 . 

(2) 将 每 一 实数 zx 变 到 er 就 给 出 了 实数 加 法 群 及 到 正 实数 乘法 群 R+ 的 
同 构 映射 . 器 


1.2.14*， 在 偶数 阶 群 G 中 , 方程 z2 = 1 总 有 偶数 个 解 . 

证 ”注意 到 奉 g2 关 1 则 (g-1)? 关 1 且 g 关 g-!. 因此 G 中 满足 z2 zl 的 
元 x 是 成 对 出 现 的 . 从 而 G 中 满足 x? 关 1 的 元 zx 有 偶数 个 . 因此 在 偶数 阶 群 G 
中 , 方程 xz? = 1 总 有 偶数 个 解 . 国 


1.2.15*， 令 G 是 nn 阶 有 限 群 , S 是 G 的 一 个 子 集 , 18| > 试 证 对 任意 
g € G, 存在 a,beE 5 使 得 g= ab 

证 由 消去 律 知 , 对 任 一 ge G, gS-1! 含有 |S| 个 元 , 这 里 5-! 是 5 中 元 的 
所 有 逆 元 组 成 的 集合 . 因为 |S| > 9 , 故 gS-1 门 5 六 @. 从 而 存在 wbe 5, 使 得 
0 一 一 a, 即 9= ab. | 


1.2.16*， 求 有 理 数 加 法 群 Q 的 自 同 构 群 Aut(Q). 
解 一 方面 , 对 任 一 非 零 有 理 数 a, 将 x 变 成 az 是 有 理 加 法 群 Q 的 一 个 自 
同 构 . 记 这 个 自 同 构 为 f。. 另 一 方面 , 设 f 是 有 理 数 加 群 Q 的 任 一 自 同 构 . 令 


和 第 二 部 分 问题 解答 


f(1) = a, 则 a 是非 零 有 理 数 . 因为 对 任 一 正 整 数 n 和 m 有 


fr)=f0+4. TD) = D+ + f(D) =nf() =n0, 
TC 
故 得 到 


由 此 推 知 f(z) = az,yz € Q, 即 f= fo. 于 是 
Aut(Q,+) = {fala € Q, a #0}. 


因为 fo = fw, 故 有 群 同 构 Aut(Q,+) 兰 (Q*, 小 其 中 (Q@*,.) 是 非 零 有 理 数 的 
乘法 群 . 本 


1.2.17*. 是 含 么 半 群 G 中 的 元 a 的 逆 元 当 且 仅 当 成 立 aba = a, ab*a=1. 
证 设 b 是 a 的 道 元 , 显然 有 aba = a 和 ab?a = 1. 反之 ,在 aba = aab2a = 
1, 则 


ab = ab(ab2a) = ab2a = 1, ba = (ab?a)ba = aba = 1. 
即 6b 是 a 的 逆 元 . E 


1.2.18*. 令 G 是 nn 阶 有 限 群 , a1,a2,… ,a 是 群 G 的 任意 m” 个 元 ， 不 一 定 
两 两 不 同 . 试 证 存在 整数 p 和 g, 1 < p< qn, 使 得 apap+l ao = 二 

证 令 5= {ai,aia2,)… ;Ql1Q2…an}. 昔 1e59, 则 绪论 已 得 证 . 有 汪汪， 
IG|=n, 故 5 中 至 少 有 两 个 元 是 相等 的 . 设 ol ai = aaiai+H paji) 则 
Qi+1 .01 一 上 电 


1.2.19*， 和 群 G 的 自 同 构 a 称 为 没有 不 动 点 的 自 同 构 , 是 指 对 G 的 任意 元 
g 关 1 有 al(g) 关 g. 如 果 有 限 群 G 具有 一 个 没有 不 动 点 的 目 同 构 aw 且 o = 了 则 
G 一 定 是 奇数 阶 Abel 群 . 

证 邻 万 = {g-1ta(g)|geEG}, 则 五 = G. (事实 上 , 行 g9 关 太 则 ga(9) 尖 
hla(h): 否则 hg-! 是 a 的 不 动 点 , 从 而 g = h. 矛盾 !) 于是, 对 任 一 a Ee 
G,a = g ial(g). az = 1, 故 a-! = a(g-1)g = a(a). 从 而 a(ab) = (ab 一 = 
b-la-1 = Qa(b)ja(a) = alba). 故 ba = ab,va, be G. 即 G 是 Abel 和 群 . 
a-! 关 a,Y1 关 a€G, 故 G 的 阶 为 奇数 . 国 


1.2.20*， 设 a,b 是 群 G 的 两 个 元 , 满足 aba = ba20， oo = 1 0 1=1. 
试 证 b= 1 
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证 由 题 设 条 件 得 
ab’a = aba’ba = (aba)a’ba = (ba20)a2ba = ba? (ba?b)a = ba” (aba)a = b*a?. 


故 a = Ba， 设 ab*” = bra, 则 ab2"1D = ab27b? = b2rab2 = b2"h2a = b2(r+Da. 
因此 对 任 一 正 整数 有 ab* = bra. 特别 地 , 取 k =n 得 到 ab2n = b2"ma. 因为 
b*” 二 1 所 以 52”=b, 从 而 ab= ba. 于 是 ba? =aba=ba2b. 故 5=1. 及 


83 子 群 和 陪 集 分 解 

知识 要 点 : 

子 群 的 定义 ; 群 G 的 子 群 五 的 单位 元 与 G 的 单位 元 的 一 致 性 , 以 及 互 中 
的 元 在 五 中 的 逆 元 与 在 G 中 的 逆 元 的 一 致 性 . 

子 群 的 判定 ; 子 群 的 简单 例子 : SL(n,C) < GL(n,C), SO(n,R) < O(n, R), 
SU(n,C) <U(n,C); 了 于 和 群 的 交 . 

子 群 万 和 子 群 KK 的 积 HK 成 为 子 群 的 充 要 条 件 是 HK = KH. 

群 关于 子 群 的 左 陪 集 划 分 和 Lagrange 定理 (特别 地 , 子 群 的 阶 能 整除 群 的 
a 右 障 集 划 分 : 右 陪 集 分 解 和 左 陪 集 分 解 的 一 种 对 应 ; 子 群 的 指数 的 意义 ; 难 

太 :( 右 ) 陪 集 分 解 的 一 个 完全 代表 元 系 ; 应 用 举例 : 

(i) 元 的 阶 及 计算 : 例如 , o(g*) = | 又 例如 , 若 (o(g),o(h)) = 1, gh = 
hg, 则 o(gh) = o(g)o(h). 

(i) 两 子 群 的 积 集 的 计数 公式 : |4B| = pe 其 中 4,B 为 群 G 的 子 群 . 

(站) 中心、 中 心 化 子 、 共 思 元 的 个 数 . 


(iv) 类 方程 及 其 应 用 : p- 群 有 非 平 几 的 中 心 ; p 平方 阶 群 是 Abel 群 . 
(v) 正规 化 子 、 共 恩 子 群 的 个 数 . 


1.3.1， 议 4 是 群 G 的 非 空 子 集 , 试 证 4 是 G 的 子 群 当日 仅 当 对 任意 元 
mbce4abg <e4 (这 也 相当 于 44-1 = A). 

证 必要 性 显然 , 只 证 充分 性 . A 非 空 , 故 有 ae 4, 从 而 1=a.arle4. 
设 a,be 4, 则 25-1=1.b-1e€ A, 进 而 ab=a- (5)-!€ 4. 这 就 证 明了 A 是 G 
的 子 群 . 圈 


1.3.2， 设 群 G 中 的 元 9 的 阶 o(g) = mn，(mmp) = 1. 则 9 = ab o(a) = 
mo(b) = n, 且 ab 均 为 g 的 攻 . 
证 (m,n) = 1, 改 有 整数 s,t 使 得 sm +tn=1, 而 且 (t,m)=1= (s,n). 


-48 ， 第 二 部 分 问题 解答 


今 a = gin, bso 则 0 一 Qb0， 日 
on 0 mn 
o(a) = o(g ) (tn,o(g)) nl(t,m) 
同 理 o(b) = nn. " 


1.3.3， 设 群 G 中 两 个 元 g, h 可 换 , o(g) = mm, o(h) =n. 记 (m,n), [m,n 
分 别 是 m,n 的 最 大 公 因 了 于 和 最 小 公 倍 数 . 则 

(1) olgrh™) = 人 

(2) G 中 存在 阶 为 (m,n) 的 元 ; 

(3) G 中 存在 阶 为 [m,n| 的 元 . 

证 () 因 o(g") = -一 一 ，o(jim) = py gh™ = h™g", (#5 


(m,n) 


< ) 1 故 由 已 知 结论 和 


m Nn [m,n| 


ol(g'h™)= 


(m,n) (mn) (m,n) 


(2) 设 m= pT pin 二 p71.…p?t, 其 中 pi,… ,pt 是 互 不 相同 的 素数 ， 
A 均 为 非 负 整 数 . 不 妨 设 m; > nl<i<im <n,tl+l<i<t. 今 


N14+1 nN 


0 一 DI1 .7Z b= P141 pr. 


则 g* 的 阶 为 pi 228 多 的 阶 为 p?'…p?'. 这 两 个 阶 显然 是 互 素 的 , 且 g? 
与 pe 可 换 , 因此 gh 的 阶 为 


7727 十 1 + 


(m,n) = pI :pr Pl Pe. 
(3) 类 似 可 证 . 


1.3.4， 设 4 是 群 G 的 有 限 子 集 , 则 4 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 任意 元 
be A,abe Ah. 
证 ”必要 性 显然 ,只 证 充分 性 .此 时 4 是 有 限 半 群 且 满足 消去 律 ， 从 而 
是 群 . 国 


1.3.5. 设 4,B 分别 是 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 AUB 是 G 的 于 群 当 且 仅 妆 
A < B 或 Bg A. 利用 这 个 事实 证 明 群 G 不 能 表示 成 两 个 真子 群 的 并 . 

证 ”充分 性 显然 , 只 证 必要 性 . 若 4& B,B 4 4, 则 存在 a € Ah,a ¢ B,be 
B,b 4 A. 从 而 ab 4 4(JB, 这 与 A(JB 是 子 群 不 合 . 
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由 此 可 知 群 G 不 能 是 其 两 个 真子 群 之 并 (否则 G = 本 UH2, 则 由 上 述 结 
论 知 G= 到 或 G = 万) 图 


1.3.6. 设 4,B 是 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 4B < G 当 且 仅 当 4B = BA. 
证 夺 4B = BA, 则 易 证 AB 对 于 乘法 和 求 道 均 封 闭 , 故 4B 是 子 群 . 反 
之 , 设 4B 是 子 群 , 则 对 任意 ae A,beE B 有 


ba= (1:b)(a:1)€ (AB)(AB) < AB 
即 BA< A4B. 又 有 
ab=((ab) !) ee(AB) <B 'A'=BA 
即 4B < BA. 从 而 4B = BA. 图 


1.3.7.， 设 4, B 是 群 G 的 两 个 子 群 旦 G = 4B. 如 果子 群 C 包含 4, 则 
C= A(BNMNO). 

证 YceC,c=abae4h,beB. 则 b= a-!ic ee BNMC， 由 此 即 知 
C= A(BNMO). 国 


1.3.8.， 设 4 和 B 是 有 限 群 G 的 两 个 非 空 子 集 . 大 4 +IBI > |G|, 则 
G = AB. 

证 Vg eG,|4g-!-|4l. 因 |4|+1B| > |Gl, 故 4-1g 门 B Zo 于 是 有 
a € A,beB 使 得 b=a-1g, 即 g = ab. 这 表明 G = 4B. 图 


1.3.9. 设 4 和 B 均 为 群 G 的 子 群 , 则 

(1) g(A(\B)= gAfNgB, VgeG. 

(2) 厂 4 和 B 均 有 有 限 的 指数 , 则 4 门 B 也 有 有 限 的 指数 . 

证 (1) g(4 门 B) 5 gh, g(4 门 B) 5 9B, 故 g(4 门 B) Cc gh4 门 gB. 反之 ， 
vrz= ghegA[gB, 则 he A4 门 B, 从 而 z= gh eo(4 门 B). 于 是 g(4 门 B) = 
gA(lgB,vVgeEeG. 

(2) 本 题 (1) 表明 4A 门 B 的 任 一 左 陪 集 是 4 的 一 个 左 陪 集 和 B 的 一 个 左 
陪 集 之 交 . 若 4 和 B 均 有 有 限 个 左 陪 集 , 则 4 门 B 也 只 有 有 限 个 左 陪 集 . 由 此 
即 每 证. 

万 证 如 下 : 

用 (4B) 表示 G 的 由 4B 生成 的 子 群 . 则 |(4B)| > |4B| = . 两 边 
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IG| 4 日 | 
同 乘 AAD 得 到 
al IG|I(4B)| .Ialldl 
A[f1B| HH IIB 4 |B| 


< _ Co. 辆 


1.3.10， 如 果 是 群 G 对 于 子 群 4 的 右 陪 集 代 表 元 系 , 则 R-! 是 群 G 对 
于 4 的 左 陪 集 代 表 元 系 . 
证 由 题 设 知 G = LU Ag, 并 且 满 足 Ag({\Ah = ©%2,vg 天 P g,h eR. 需要 


gER 


验证 G = LU zh, 并 且 满 足 z4My4=g Vz 了 yz,y €E R-!. 这 个 验证 是 


ER-! 
和 耳 接 的 . 
事实 上 , Y z € G, 由 题 设 z-1€ hg, 对 某 一 ge R, 于 是 ze gr-14-1 = 9g714. 
即 C = LU ThA. 石 zE€EzxA 站 yh, zyeER- 即 z=za= 加 abc4 从 而 


ER-! 


Azr |\Ay '*= Alaz NAbz 1)= Az- -18 
其 中 z7!, y-1 € R. 从 而 由 题 设 x-1=y-1, z=y. 图 


1.3.11. 设 A4<G, B<G. 如 果 存 在 a, be G, 使 得 Aa= Bb, 则 A4A=B. 
证 A= Bba !, 改 ba-!'e Ah, 但 4 是 子 群 , 故 (ba-!1)-!=ab-!1e Ah. 于 
是 A= Aab-!= Bbb-!=B. 加 


1.3.12. 设 n>2, 则 有 限 群 G 中 有 偶数 个 阶 为 m 的 元 . 

证 奢 G 无 n 阶 元 , 则 结论 成 立 . 车 G 有 nn 阶 元 9, 则 g-! 也 是 n 阶 元 且 
g 关 9 .于 是 {9g, 9 二 是 nn 阶 元 的 一 个 集合 . 

一 般 地 , 奢 4 是 G 中 nn 阶 元 的 一 个 集合 且 4 = 4-1，o(z) =m z 4 4, 则 
oz 1!)=n 且 x-' 4 A. 由 此 可 见 G 中 nn 阶 元 有 偶数 个 . 病 


1.3.13， 设 a,b 是 群 G 的 任意 两 个 元 , 试 证 a 和 a-1, ab 和 ba 有 相同 的 阶 . 
证 多 证 a 和 a-! 有 相同 的 阶 . ba 二 a-!t(ab)a, 即 ba 和 ab 共 固 , 故 ba 
和 ab 的 阶 相同 . 图 


1.3.14*. 设 A<G, 试 证 CecCecCe(4) = Ca(A4). 

证 令 B=CaCc(A), 要 证 Ce(B) = Co(4). 

妈 ze Ca(4). 对 于 任 一 ye B = CoCa(4), 由 定义 知 y 与 z 可 换 , 即 x 和 
y 可 换 , 即 ze Cae(B). 故 Ce(4) < Ca(B). 


第 1 章 和 群 论 BL 


有 反之, 设 ye Cac(B), 即 y 与 B 中 任 一 元 可 换 . 因为 Ce(4) 中 任 一 元 与 4 
中 任 一 元 可 换 , 故 4 中 任 一 元 与 Ce(4) 中 的 元 可 换 . 由 定义 


A CaCc(A)=B. 


从 而 y 与 4 中 任 一 元 可 换 , 即 ye Ce(4). 故 Ce(B) < Ce(4). 从 而 Ce(B) = 
CalA). 


1.3.15*， 试 证 有 限 群 G 的 一 个 真子 群 的 全 部 共 斩 子 群 之 并 不 能 履 凑 整个 群 
G. 结论 对 无 限 群 是 否 成 立 ? 

证 设 瑟 是 G 的 真子 群 , 则 五 共有 [G : Ne 人 (万 )] 个 共 斩 了 于 群 . 令 刁 是 是 
的 所 有 共 固 子 群 之 并 , 则 


GC 
NaelH)| 


右 是 正规 子 群 , 则 Ne(H) = G, 于 是 


>< (HI -DIG: Nae(H)+1= IHI -IG :Ne(H)+1. 


IHI-1+1= |H| < |G|. 


若 五 不 是 正规 子 群 , 则 Na( 五 ) 外 G, 于 是 [IG : No(H)] > 1 


G 
1 < BI-[G: Ne(H) +1<16|-1+1=|G| 


综合 以 上 , || < |G|, 即 五 的 全 部 共 斩 子 群 之 并 不 能 覆盖 G. 

这 一 结论 对 无 限 群 不 再 成 立 . 例如 , 令 G = GL(n,C), 五 是 nn 阶 上 三 角 可 道 
复 和 矩阵 作成 的 真子 群 . 由 Jordan 标准 型 知 任 一 n 阶 可 逆 阵 4 相似 于 某 一 互 中 
的 元 , 这 表明 G 是 五 的 所 有 共 斩 子 群 之 并 . Ee 


1.3.16*. 设 互 和 KK 分 别 是 有 限 群 G 的 两 个 子 群 , 试 证 : 
IHgK|= |HIIK : KfNg Hg]= |KIIH : HflgKg 1]. 


证 集合 HgkK 称 为 G 的 一 个 双 陪 集 . 为 了 计算 |HgK|, 将 HgkK 分 解 为 G 
关于 五 的 右 陪 集 的 无 交 之 并 


HgK = HgkiU) .UHgk 


因此 |HgK|= |H|:t. 注意 到 集合 {ki1,:.. , ke} 是 关于 子 群 K 站 g-1Hg 的 右 
陪 集 的 一 个 代表 元 系 , 即 有 下 述 无 交 并 


K= \) (KNg Hg 


1<i<t 


. 52 . 第 二 部 分 问题 解答 


于 是 上 =[ 氏 :开门 %-9l. 从 而 
HgK|=|H|:[IK: KfNg Hg 
_ |HIIK| IH| 
IK fg Hg HflgKg! 
注 在 G 上 定义 关系 ~: x 和 yy < 人 06E HyK, 容 匈 验证 ~ 是 等 价 关 系 . 
由 此 可 知 G 可 以 号 成 无 交 之 并 G = 【HgiK, 这 里 RR 称 为 G 关于 (HH,K)- 双 


giER 


障 集 的 一 个 代表 元 系 . 图 


1.3.17*. 设 4 是 群 G 的 具有 有 限 指数 的 子 群 , 试 证 : 存在 G 的 一 组 元 
G 中 的 左 陪 集 代 表 元 系 . 
证 ”由 县 1.3.16 的 注 记 , 可 将 G 写成 双 陪 集 的 无 交 并 : G = | ] 494. 由 
ER 
题 1.3.16 知 每 个 双 陪 集 4g4 既是 [4 : 4gAg-1 个 互 不 相交 右 陪 集 之 并 , 也 是 
[4 : 4 门 ghg- 个 互 不 相交 左 陪 集 之 并 . 记 t= [4 : 4 门 ghg-1!, 则 有 无 交 并 
AgA = LU 40ai = U big4, 


l<&i<t l<&i<t 


= |K| = |KI[H : HgKg 1]. 


其 中 ui bi; e 4. 于 是 4= hb; = ai;h, 故 有 无 交 并 
AgA = LU Abigai, AgA = LU bigai A. 


1<i<t 1&i<t 


记 bi = bi(9), Qi = ai(9), t= t(9), 于 是 
(J {bi(g)gai(g) | 1< i< t(g)} 


gER 
既 征 G 天 于 4 的 右 陪 集 的 一 个 代表 元 系 , 也 是 G 关于 4 的 左 陪 集 的 一 个 代表 
元 系 , 这 里 及 是 G 关于 (4, 4)- 双 陪 集 的 一 个 代表 元 系 . 加 


1.3.18*. 令 G = GL(n,C), PP 是 主 对 角 线 上 的 元 均 为 1 的 n xn 上 三 角 方 
阵 全 体形 成 的 G 的 子 群 . 确定 Nao(P), Ca(P) 和 PP 的 中 心 Z(P). 

解 ” 由 矩阵 的 乘法 直接 计算 可 知 与 任 一 n 阶 主 对 角 线 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 可 
换 的 矩阵 必 为 上 三 角 和 矩阵 , 且 形 如 


A 0 :1.. 0 .x 
入 0 
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其 中 EC. 要 看 出 这 一 点 , 只 要 取 主 对 角 线 为 1 且 (i,i 十 1) 处 为 1, 其 余 全 为 0 
的 上 三 角 和 矩阵 即 可 , i = 1,:… ,n 一 1. 因此 


Ca(lP)= {Jn(N, pH) 1M, pK EC,A#K0}. 


由 此 即 知 2Z(P) = {75(1, 4) | pe C}. 
下 面 求 


Ne(P) := {Ae€E GL(n,C)|AP = PA} 
= {AEeGL(n,C)|AJA CCP A 'JACP vJeP}. 


首先 , 所 有 n 阶 上 三 角 可 逆 和 矩阵 均 在 Na(P) 中 . 我 们 断言 : Ne(P) 恰 是 所 
有 nn 阶 上 三 角 可 逆 和 矩阵 作成 的 群 ， 

设 4 是 n 阶 可 逆 和 矩阵 且 4 不 是 上 三 角 的 . 设 ai; 是 4 中 主 对 角 线 以 下 的 
非 零 元 且 守 最 大 , 即 


Qi; 天 0,7 > 了 7; 月 大 asi 冯 0,s>t, 则 i 5s. 


邻 J 是 主 对 角 线 全 为 1 且 (;,j 十 1) 处 为 1, 其 余 全 为 0 的 矩阵 . 则 4J 是 将 4 
的 第 j 列 加 到 第 7 十 1 列 后 得 到 的 矩阵, 从 而 4J 不 是 上 三 角 的 . 

下 证 4& Ne(P). 否则 存在 Be P 使 得 47 = Bh, 注意 到 AJ 的 第 (7 十 1 
处 元 是 

Qi,j T Qi,jt1- 

但 BA 是 对 4 施行 一 系列 初等 行 变换 得 到 的 , 这 些 行 变换 是 将 大 数 行 的 奉 干 倍 
加 到 小 数 行 . 由 4 的 选取 知 BA 的 (i,j 十 1) 处 元 与 4 的 (i,j 十 1) 处 元 相同 , 均 
为 aij41, 从 而 4J 关 BA, 矛盾 . 所 以 A 4 Na(P). 即 Ne(P) 恰 是 所 有 n 阶 上 
三 角 可 逆 和 矩阵 作成 的 群 . 男 


1.3.19*.， 设 G 是 有 限 Abel 群 , 试 证 g 对 应 到 % 是 G 的 一 个 自 同 构 当 且 
仅 当 大 和 1G| 互 素 . 
证 令 o(g) 是 9 的 阶 . 
充分 性 : 设 |G| 与 上 互 素 , 令 
ca: G—G, a(g)=0g,vgeG. 
G 是 Abel 群 , 故 a 是 群 同 态 . 设 a(g) = a(h), 即 (h-1g)* = 1. 又 因为 h-1g 


的 阶 是 |G| 的 因子 , 由 题 设 知 k 和 h-1g 的 阶 互 素 . 由 此 即 可 推出 hh=g, 即 a 是 
单 射 . 设 1G| 十 mk = 1, 则 对 任 一 ge G 有 


g = eas ee (g™)®. 


54 第 二 部 分 问题 解答 


这 表明 a 是 满 射 , 即 a 是 群 G 的 自 同 构 . 
必要 性 : 设 a: G 一 GG, Qa(g) = g*, Vg € G 是 群 自 同 构 . 则 对 任 一 g e G,， 
9 与 g* = a(g) 的 阶 相同 . 男 一 方面 , 根据 已 知 的 公式 


即 知 k 和 o(g) 互 素 , 对 Vg € G 成 立 . 

对 |G| 用 数学 归纳 法 证 明 & 与 |G| 互 素 . 若 |G| = o(g), 则 已 证 . 设 o(g) < 
Gl, Vg EG. 令 1 关 a eG,o(la) = n<|G|， 考虑 G 的 商 群 G = G/(a), 则 
上 述 a 诱导 出 G 的 满 自 同 态 . 下 证 a 作为 G 的 自 同 态 也 是 单 射 . 事实 上 , 若 
a(g9) = a(h), BT (h-1g)* € (0), 则 


(h ig) =1. 
这 推出 (h-1g)”*=1. 设 in+mk==1, 于 是 
h lg= (hig)"™ E (a). 
即 h ==g, 故 a 是 单 射 . 因此 , 由 数学 归纳 法 知 k 和 |G|/n 互 素 . 而 已 知 有 与 n 
互 素 , 从 而 大 与 |G| 互 素 . 
注 如果 应 用 Sylow 定理 , 则 只 要 证 与 任 一 元 的 阶 互 素 即 可 (从 而 上 述 证 


明 的 最 后 一 段 可 以 删 去 ): 对 |G| 的 任 一 素 因 子 p, 存在 p 阶 元 9 故 与 p 互 素 ， 
从 而 天 与 |G| 互 素 . 国 


1.3.20*. 设 G 是 奇数 阶 有 限 群 , we Aut(G) 且 oa?=1. 仿 
G1i={geGla(g)=9g9}, G1= {ge Gla(g)= 9g }. 


试 证 : G = GiG_1 日 G1 (G1 = 
证 由 题 设 知 (2,|G|) = 1, 因此 G 中 任 一 元 均 可 写成 某 一 元 的 平方 的 形式 . 
对 任 一 ge G, 设 g-la(g) = x2. 


Q(z) = a(g ra(g)) = a(g) 1'g=(g la(g)) 1! =2 2, 


而 xz 和 al(z) 的 阶 相同 且 为 奇数 , 由 此 容易 推出 a(x) = x-1, 即 ze G_1. 又 因为 


a(gZ) = a(g)a(Z) = a(g)z = gz, 


即 oz ce G1, 故 
g= (gr)r ECGIG_i， 
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BG = G1G-_1. 
若 ge Gi 门 G_1, 则 g?=1. 但 |G| 是 奇数 , 故 g=1, 即 Gi 门 G_1=1， 国 
1.3.21*， 设 群 G 的 元 a1，a2，01，b。 满足 
Qib1 = a2b2> = bal = b2a2, a =a =0=b>=1, 


其 中 m 和 nn 是 互 素 的 正 整 数 . 则 ai = ao, b1 = bo. 
证 设 k, | 是 整数 使 得 km++in=1. 由 Qa1b1 = Qa20» 对 


(@1b1)"™ = (azb2) 
因 aibi = biQi1, a2bz = bza2, a = 1 = a7, 故 
(a1b1)™ aT™bi™ 3 0 (aaba) = Q27mmD2m 三 0 


从 而 有 bm = bm. 而 br=br=1, 孝 b= Dmtn = bemtln 二 by. 


同 理 可 证 Ql 一 Q2， 项 
84 条 环 群 
知识 要 点 ; 


固定 阶 循环 群 在 同 构 意 义 下 的 唯一 性 : 无 限 循 环 群 同 构 于 整数 加 法 群 ; ” 阶 
循环 群 同 构 于 模 n 的 剩余 类 加 法 群 Z。 

循环 群 的 全 部 子 群 ; 特别 地 , 无 限 循 环 群 的 子 群 是 无 限 循 环 群 ;j” 阶 循环 群 的 
子 群 是 m 阶 循环 群 , 其 中 m | n; 有 限 循环 群 的 固定 阶 子 群 在 集合 意义 下 的 唯 
一 性 . 

无 限 循环 群 (a) 的 生成 元 只 有 a 和 a-!; n 阶 循环 群 (a) 的 生成 元 为 a*， 
(RR) Lk 

无 限 循 环 群 (a) 的 自 同 构 群 同 构 于 Z2; n 阶 循环 群 (a) 的 自 同 构 群 同 构 于 
U (Zn) ( 即 Z。 中 乘法 可 逆 元 作成 来 法 群 ). 


1.4.1， 证 明 Euler 定理 : 若 n 是 正 整数 , a 是 与 ” 互 素 的 整数 , 则 a?(") = 
1 (mod n), 其 中 y(n) 是 Euler 函数 , 即 p(n) 是 与 n 互 聚 的 不 超过 m 的 正 整数 
的 个 数 . 

特别 地 , 奇 p 是 素数 , 则 得 到 Fermat 小 定理 : ap 三 a (mod p), YaeEZ. 

证 _Z， 中 乘法 可 道 的 元 作成 p(n) 阶 群 , 记 为 Z*. 因 (a,n)=1, 故 ae2*. 
于 是 在 群 Z* 中 有 (a)? =1, 即 a? 三 1 (mod n). 

看 7 是 素数 ， 则 p(p) 二 Dp 一 1. 因此 ， 看 p+ta, 则 az-1 三 1 (mod »), 从 而 
a? 三 a (mod p). 此 式 对 p | a 也 是 对 的 . 国 
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1.4.2. 设 n 是 正 整 数 , 试 证 : 满足 方程 x* = 1 的 复数 的 集合 G 在 通常 乘法 
下 是 一 个 n 阶 循环 群 . 


2k 2k 2 2 
全 G= {eo tisin TE | k= 0 nl) = (cos EE +isin 人) 
nN 7 Nn Nn 


1.4.3. 群 G 没有 非 平 几 子 群 的 充分 必要 条 件 是 G = {1} 或 是 素数 阶 循 
环 群 . 

证 ”充分 性 显然 ,只 证 必要 性 . 设 G 关 {1}， 因 为 G 无 非 平凡 子 群 ， 故 
G = (9),V 1 关 g EG. 同样 的 原因 9 的 阶 只 能 是 素数 . 国 


1.4.4. (1) 衣 a 和 ?是 群 G 的 元 , 阶 数 分 别 是 nw 和 m, (wm)=1 且 中 = ba. 
求 lo 

(2) 设 群 G 中 元 g 的 阶 o(g) 与 正 整 数 n 互 素 , 在 (g) 中 求解 方程 xz* = g. 

解 (1) 因为 ab = ba 且 a 的 阶 与 b 的 阶 互 素 , 故 ab 的 阶 恰 为 mn， 因 此 
(ab) 的 阶 是 mn. 

(2) 设 so(g) 十 tn=1, s,t € ZZ. 于 是 g = g!'", 故 z 一 gtec(9 ) 是 方程 x" = 
的 解 . 

肥 zZ=gm gt (0 <t< mz<o(g) 一 1) 均 是 xz" = g 的 解 . 则 由 gm = 9 知 
mn 三 1, tn 三 1 (mod o(9)). 从 而 o(g) | (m 一 t)n, o(g) | (m 一 刀 ,于 是 m=t. 即 
在 (g) 中 方程 zz = g 有 唯一 的 解 . 圆 


1.4.5. 真子 群 M 称 为 群 G 的 极 大 子 群 ， 如果 不 存 在 G 的 子 群 B, 使 得 
M < B < G. 确定 无 限 循环 群 的 全 部 极 大 子 群 . 

解 ” 无 限 循环 群 2 的 任 一 子 群 形 如 nzZ, 这 里 n 是 非 负 整数 . 它 是 极 大 子 群 
当 且 仅 当 n 为 素数 . 图 


1.4.6*. 如 果 有 限 群 G 有 唯一 的 极 大 子 群 , 则 G 是 素数 寡 阶 循环 群 . 

证 ”首先 回顾 极 大 子 群 的 定义 : 群 G 的 子 群 万 称 为 G 的 极 大 子 群 , 如 果 
瑟 夭 G, 并 且 包含 万 的 子 群 只 有 G 和 五 本身 . 

衣 互 是 G 的 唯一 极 大 子 群 . 因为 G 是 有 限 群 , 故 G 的 任 一 真子 群 必 含 于 
G 的 某 一 极 大 子 群 之 中 . 因为 是 G 的 唯一 极 大 子 群 , 故 五 也 是 G 的 最 大 子 
群 , 即 互 包含 G 的 任 一 真子 群 . 取 g ¢ 有 H, ge G, 则 G = (g) (否则 得 到 矛盾 
(9) EH). 

右 9 的 阶 含有 两 个 不 同 的 素 因 子 p 和 g, 则 (g?) 和 (g9) 均 是 G 的 真子 群 
从 而 (92)，(9g9?》 CS 五. 因为 (p,q) = 1, 所 以 存在 整数 1,m 使 得 jp 二 na = 1. 故 
9 三 9g2+mq E 万 ,矛盾 | 图 
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1.4.7. 举 一 个 无 限 群 的 例子 , 它 的 任意 阶 数 不 为 1 的 子 群 都 具有 有 限 指数 . 
解 设 互 是 无 限 循 环 群 Z 的 阶 数 不 为 1 的 子 群 , 则 五 = nzZ, 它 的 指数 为 
n, 这 里 n 是 正 整 数 . 国 


1.4.8， 议 p 是 一 个 系数 ，G = {x ecC | 存在 正 整数 n 使 得 zx? ”=1}, 则 G 
对 于 复数 的 乘法 作成 群 . 试 证 G 的 任意 真子 群 都 是 有 限 阶 的 循环 群 

证 设 五 是 G 的 真子 群 , 故 存在 ge G, g 4 H. 设 g 的 阶 为 p", 则 五 
中 任 一 元 的 阶 为 p,m < n. 否则 , 五 中 有 元 h 的 阶 为 om mm > n， 则 所 是 
zx? 一 1 = 0 的 解 集 作成 的 zm 阶 循环 群 工 的 生成 元 . 因为 mm >n, 故 geLCH,， 
矛盾 ! 设 疡 是 互 中 阶 最 大 的 元 , 则 HH = (h). 加 


1.4.9.， 硅 群 G 只 有 有 限 多 个 子 群 , 则 G 是 有 限 群 . 

证 ”由 假设 G 中 元 的 阶 均 为 有 限 , 否则 , G 有 同 构 于 2 的 子 群 , 而 Z 有 无 
限 个 子 群 nZ. 

由 假设 G 只 有 有 限 多 个 循环 子 群 . 男 一 方面 , G = | ] (a). 所 以 存在 有 限 个 

QEG 

元 a1,… ,an, 使 得 G = (ai); 而 每 个 (ai) 均 为 有 限 群 , 从 而 G 是 有 限 群 . 国 

1.4.10*. 有 理 数 加 法 群 Q 不 是 循环 群 , 但 它 的 任意 有 限 生 成 的 子 群 都 是 循 
环 群 . 

证 设 “< Q. 取 素数 pp 不 是 nn 的 因子 , 则 #( 轩 ). 这 表明 Q 不 是 条 
环 群 . 

欲 证 Q 的 有 限 生成 子 群 是 循环 群 , 由 归纳 法 只 要 证 由 两 个 元 生成 的 子 群 是 
人 循环 群 即 可 . 设 H = A ， 令 qd = (ms,nt)， 则 人 = 人 2 全 


7 4 7 
(号 )》， 2E( 总 )》 上 万 一 (二) 国 
NS S TLS TLS 
1.4.11*.， 在 n 阶 循环 群 G 中 , 对 n 的 每 个 正 因 子 m, 阶 为 m 的 元 恰好 有 
p(m) 个 , 其 中 yp(m) 是 与 m 互 素 上 且 不 超过 m 的 正 整数 的 个 数 . 由 此 证 明 等 式 


Dp(m)=n. 


ml|n 
证 设 G= (a),m 是 nn 的 一 个 正 因子 , 则 G 中 阶 为 mm 的 元 恰好 有 wp(m) 
个 . (事实 上 , 大 o(a*) = m, 则 


(n, k) 


= m, (n,k)= 


于 是 = 9 二 ,4 为 正 整数 . 从 而 (mk) = (n,g 二 ) = 二 (mq). 于 是 (mgq) =1 


. 58 . 第 二 部 分 问题 解答 


1 < gq < m. 这 样 的 9g 恰 有 ep(m) 个 .) 
现在 来 数 G 中 元 的 个 数 . 因为 G 中 任 一 元 的 阶 均 是 m 的 正 因 子 , 故 n = 
IG| = 》 v(m). 加 
mln 
1.4.12*， 设 G 是 一 个 n 阶 有 限 群 , 奉 对 n 的 每 一 个 因子 m, G 中 至 多 只 有 
一 个 m 阶 子 群 , 则 G 是 循环 群 . 


证 设 G 中 元 的 全 部 阶 为 d1,… ,di. 我 们 断言 : G 中 阶 为 di; 的 元 恰 有 yp(d; 
个 ,i = 1,2,… ,t. (事实 上 , 设 a,z € G, 并 设 o(a) = di. 奉 o(7x) = di, 则 (Q) 与 
(7) 均 是 d; 阶 子 群 . 由 题 设 知 :(a) = (xz), 从 而 z =a*, (k,qdi)=1,1<k<di, 这 
样 的 & 恰 有 op(di) 个 , 从 而 这 样 的 元 z 恰 有 pl(di) ee 

由 题 1.4.11 得 到 


D9(d) = n= 2 pm) (*) 


注意 到 {di,… ,di} C {m |m 是 nn 的 正 因子 } p(m) 是 正 整 数 , 故 (*) 式 意味 着 
这 两 个 集合 必 相 等 , 从 而 存在 i 使 d; = n. 即 G 是 循环 群 . 区 


1.4.13*. 群 G 是 循环 群 当 且 仅 当 G 的 任 一 子 群 形 如 Gm = {g gs G}), 其 
中 m 是 非 负 整数 . 

证 必要 性 易 证 , 只 证 充分 性 . 设 G 的 任 一 子 群 形 如 Gm = {g ge G}, 其 
中 m 是 非 负 整数 . 

首先 设 G 有 无 限 阶 元 a， 由 题 设 (a) = Gm, mm > 0. 于 是 有 be G 使 得 
a = b™. 由 题 设 (b) = G", n > 0. 于 是 有 ce G 使 得 b= ec". 因 ec™ € G™ = (a)， 
故 有 

a 

显然 c 是 无 限 阶 元 , 于 是 m = nmi. 从 而 1=ni, n=1. 于 是 G=G"*= (是 
人 循环 群 . 

下 设 G 中 任 一 元 的 阶 均 有 限 . 容易 知道 G 有 系数 p 阶 元 g, 则 (g) = G". 设 
z 是 G 中 任 一 元 , 则 zx? € (9), 故 zmm = 1, 从 而 o(z) | pn. 因此 G 中 元 的 阶 的 集 
合 是 有 界 集 . 设 {pi1,… ,pm} 是 G 中 元 的 阶 的 素 因 子 的 集合 . 

设 且 < G, 则 五 = Gt. 因此 zxHzr-1 = zxGtrz-1 = Gt = HH, 即 G 的 任 一 子 群 
均 为 正规 子 群 . 

设 g 是 素数 p 阶 元 , 则 9 是 中 心 元 . 事实 上 , Y x € G, zgz-! = 0%. 不 妨 设 
2 入 1 乏 D 一 1 又 9g7lzg= wi. 于 是 


gz27 = Z9 = 9 0 
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从 而 g = 因 (i 一 1,p)=1, 故 g 由 gi! 生成, 从 而 g 是 zx 的 震 , 于 是 9 
与 x 可 换 . 

现在 对 每 个 Di, 容易 知道 可 取 到 pi 阶 元 Ui: 因此 由 上 上 所 述 ， 9 三 91:'** Ym 是 
阶 为 p1…pm 的 元 . 于 是 总 可 取 到 G 中 元 h, hh 的 阶 有 因子 pi…pm, 且 4 的 阶 
是 具有 这 种 性 质 的 元 的 阶 中 最 大 的 一 个 . 则 (h) = G*. 于 是 有 hh =a*, 则 


B Ws o(a) 
(h) = o(@a ) oy 
则 a 的 阶 也 有 因子 p1……pm, 故 由 h 的 取 法 知 o(a) < o(h) < o(a). 从 而 o(h) = 
o(a) 是 (k, o(a)) = 1, 从 而 (k, p1 eS pm) = 
设 z 是 G 中 任 一 元 , 则 (k,o(x)) = 1 (因为 o(z) 的 素 因 子 属于 {pi1,… ,pm}》). 
于 是 存在 整数 1,1, 使 得 1 = Lk 十 Lo(x), 从 而 


z= (2) eG = (h), 
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正规 子 群 的 定义 和 等 价 说 法 ; 正规 子 群 的 例子 ; 商 群 的 构造 与 意义 ; 群 同 态 
基本 定理 的 表述 、 意 义 和 证 明 ; 群 同 仿 基本 定理 的 应 用 : 子 群 对 应 定理 和 两 个 同 
构 定理 ; 应 用 举例 : 如 群 G 的 内 目 同 构 群 同 构 于 G/2Z(G), 其 中 Z(G) 是 G 的 
中 心 . 


1.5.1. 令 G 是 实数 对 (a,5), a 关 0 带 有 乘法 (a,b)(c,qd) = (ac,ad 十 5) 的 群 . 
试 证 : K = {(1,b)| be R} 是 G 的 正规 子 群 上 且 G/K 写 R*, 这 里 R* 是 非 零 实数 的 
证 直接 验证 及 G. 考 虑 群 同 态 rr: G 一 > RR*，7(a,b) = au. 这 显然 是 满 同 
态 且 Ker7 = 天. 故 由 群 同 态 的 基本 和 定理 知 G/K 全 R*. 艾 


1.5.2. 设 G 是 群 , N < M < G. 

(人 如 果 NG, 则 NM 

(2) 如 果 N Ja M，M 4G，N 是 否 一 定 是 G 的 正规 子 群 ? 

证 (1) 十 接 按照 定义 可 证 . 

(2) 正规 子 群 不 具有 传递 性 . 例如 , Zo < Ka =< 54, 其 中 Ks 是 Klein 四 元 群 . 
但 Zo 不 是 54 的 正规 子 群 . E 


1.5.3， 试 证 : 


60 ， 第 二 部 分 问题 解答 


(1) 群 G 的 中 心 Z(G) 是 G 的 正规 子 群 

(2) 群 G 的 指数 为 2 的 子 群 N 一 定 是 G 的 正规 子 群 . 

证 (1) 和 耳 接 由 定义 可 证 . 

(2) 因 [IG:N=2, 故 G = NUgN = NUNg, Vg 4 N. 于 是 oN = 
No vg EG. 即 N42G. 图 


1.5.4. (1) 设 N4G,M 是 G 的 子 群 旦 NERM. 则 Ne(M)/N = Na(M)， 
这 里 G = G/N, M = MI/N. 

(2) 设 f: G 一 五 是 群 同 态 , M < G. 试 证 f-71(f(M)) = KM, 这 里 
K = Kerf. 

(3) 设 ff: G 一 万 是 群 同 态 . 大 g 是 G 的 一 个 有 限 阶 元 , 则 f(g) 的 阶 整 
除 g 的 阶 . 

证 (1) 注意 到 Nas(M) 形 如 五 /N. 由 定义 直接 证 明 H = Nao(M). 

(2) 和 (3) 由 定义 直接 验证 . 加 


1.5.5.， 设 M 入 分 别 是 群 G 的 正规 子 群 . 如 果 MImN = 1, 则 对 任意 
aE MbeN 有 ab= ba. 

证 设 aece MbeN. aba™ bY = (aba-i)b-! € N, aba-ib-! = 
aba bi)e M. 故 aba-ib-!1e MNN=1,B ab= ba. 图 


1.5.6， 设 N aG, 9 是 群 G 的 任意 一 个 元 . 若 9 的 阶 和 |G/N| 互 素 , 则 
0 E 人. 

证 设 o(g)=hw 则 g*"=4 训 = 工 令 m= |G/N|, 则 gm = 了 工 但 是 
(m,n)=1, 故 59=1. 即 geN. 图 


1.5.7.， 如 果 G/2Z(G) 是 循环 群 , 则 G 是 Abel 群 . 
证 设 G/Z(G) = (g2Z(G))， 则 Ya be G, 存 在 c, de 2(G) 使 得 a = 
gmc, b= 二 g"d. 由 此 可 见 ab=ba. 即 G 是 Abel 群 . 图 


1.5.8*. 用 I(G) 表示 G 的 全 部 内 目 同 构 组 成 的 集合 . 试 证 :1(G) < Aut(G)， 
且 7(G) SG/2Z(G). 

证 ”容易 验证 T(G) 是 Aut(G) 的 子 群 . 考虑 映射 r: G 一 > Aut(G)，7(g) = 
0g; Vg € G, 其 中 ov(z) = gzg-!, Yz e G, 则 直接 验证 x 是 群 同 态 而 且 r(G) = 
T(G). 因为 Kerr = Z(G), 故 由 群 同 态 基本 定理 可 知 I(G) 兰 G/2Z(G). 国 


1.5.9*， 试 证 非 可 换 群 G 的 目 同 构 群 Aut(G) 不 是 循环 群 . 
特别 地 , 右 群 G 只 有 素数 个 自 同 构 , 则 G 是 可 换 群 
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证 否则, G 的 内 自 同 构 群 1(G) 也 是 循环 群 , 即 G/2Z(G) 是 循环 群 , 从 而 G 
是 可 换 群 . 矛盾 | 
右 群 G 只 有 素数 个 自 同 构 , 则 Aut(G) 是 循环 群 , 从 而 G 必 是 可 换 群 。 国 


1.5.10*. 用 [G, G] 表示 群 G 的 换 位 子 群 , 即 由 所 有 换 位 子 [9,h] = ghg-ih-1, 
9,h & G 生成 的 G 的 子 群 ; 记 GU = [|G,G], GY = [GD,Gm-D]) yn>l1. 
则 Ge 均 是 G 的 正规 子 群 ，v n > 1. 

证 对 n 用 归纳 法 . 熟知 GW 是 G 的 正规 子 群 . 设 n> lze Cs g € a 
则 z 形 如 z = 91j19T PT gmjpmrg7rlp7l 其 中 gi, hi €E Gm-D) 1< m. 
于 是 


gxg 三 99g1119T hi! :gmhmgm hg ! 
= (gg19  ' )(ghig \)(ggi 'g ')(ghi 'g 1).:- 


(ggmg ")(ghmg ')(ggn.'9 ')(ghmg ). 


由 归纳 假设 Gl-? 是 G 的 正规 子 群 , 从 而 ggig-!, ghig-i1€E Gm-D,1<i<m, 
于 是 由 上 式 知 gzg-: 仍 是 Ge- 的 换 位 子 的 乘积 , 所 以 gzg-! e Go . 即 Gm) 
是 G 的 正规 子 群 . 国 


1.5.11. 设 N4G,NNMG,G]={1), 则 NN < 2(G). 
证 设 zeN, ge€eG. ozgrizrieNnG,Gl = {1}), 从 而 ze 2(G). 加 


1.5.12*.， 群 G 的 非 平 凡 子 群 N 称 为 G 的 极 小 子 群 , 如 果 不 存在 子 群 B 使 
得 1 4 B GN. 试 证 : 

(1) 整数 加 法 群 Z 没有 极 小 子 群 . 

(2) 有 理 数 加 法 群 Q 既 没 有 极 小 子 群 也 没有 极 大 子 群 . 

证 (1) Z 的 非 平 凡 子 群 形式 如 (n), n 是 正 整 数 . 注意 到 (n) 真 包含 (mn)， 
Vm > 1. 故 ZZ 无极 小 子 群 . 

(2) 有 理 数 加 法 群 Q 的 任意 一 个 非 平凡 子 群 互 含有 与 整数 加 法 群 同 构 的 子 
群 , 从 而 由 (1) 和 五 不 是 极 小 子 群 . 故 Q 无 极 小 子 群 . 

下 证 Q@ 无 极 大 子 群 . 首先 证 明 Q 是 由 集合 


1 已 
P= 人 | p 为 素数 ,7 > 1 | 


生成 ， 事实 上 , 设 mm s Q, n = po 2 p1,… ,pt 是 互 不 相同 的 素数 ， 今 


. 62 . 第 二 部 分 问题 解答 


bi = n/p”*, 则 (b1, Se , bt) = 1. 故 存在 整数 Ci 使 得 Yaib: = 1. 于 是 


=| 


这 就 证 明了 Q = (P). 

设 万 是 Q 的 真子 群 , 由 上 述 可知 存 在 素数 p 和 正 整 数 + 使 得 = ¢ H. 
阁 电极 大 , 则 ( 瓦 1/pry = Q.， 于 是 存在 整数 ”使 得 1/pr+l1 一 n/p”€ 五 , 即 
(np 一 1)/p"t1 EAH. 但 (np 一 1,p"1!) = 1, 故 有 整数 c,d 使 得 c(np 一 1)+dp"t =1. 
从 而 


1 = 
DT 十 1 和 eH. 
演 当 ¢ HH 相 了 矛盾 ! 这 就 证 明了 Q 无 极 大 子 群 加 


1.5.13*， 设 ac 是 有 限 群 G 的 和 目 同 构 , 令 了 = {9g € G | al(g) = 9g }. 试 证 : 
(1) 硅 |1|> tell 则 G 是 Abel 群 . 


(2) 车 |1|= 5lG|, 则 G 一 定 有 指数 为 2 的 Abel 正规 子 群 
证 对 于 任 一 ze , 有 zxIf 人 TC Co(z). 从 而 |zIN 站 I < |Co(z)|. 
(事实 上 , Vz € zxI 门 1, 有 wy eT 使 得 z= zy. 于 是 


1 一 一 | 


0 a(z)a(y) 一 Q(TYy) — Q(z) 一 2 一 7X,, 


2 Y 


即 z 与 y 可 换 , 从 而 z 与 z 可 换 , 即 > e Ce(z) 
(1) 设 上 > 51Gl, 则 对 任 一 ze 了 我 们 有 


3 3 1 
zINT = lzTl + ||- IzIU1| > 71G|+ 516| -16|= ilGh 


从 而 1Ce(z)| > ;1G| 由 Lagrange 定理 知 Co(x) = G, 即 zx € Z(G), 从 而 
TC2Z(G). 因 |I|> “|G, 故 Z(G) = G, 即 G 是 Abel 群 . 


(2) 设 |1|= -1G| 则 对 任 一 z e 了 我 们 有 


] 
-IG| < lzINI < ICe(a)| 
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我 们 断言 : 存在 z < 了 使 得 |Co(z)| = >|G| 否则 Ca(z) = G, vz el 即 
TC2(G). 于 是 |Z(G)| 2 |1| = tell 故 Z(G) = G, 即 G 是 Abel 群 , 从 而 I 是 
G 的 子 群 . 这 | “|G 相 矛 盾 ! 


议 ze 了 7 满足 |Ca(z)| = -|G| 此 时 zxTm7= Cc(z) 是 G 的 指数 为 2 的 正 
规 子 群 . 设 z,z’€ Ca(7z), 则 zz'€ Ca(zx), 从 而 zz' eI. 于 是 


zz = a(z)a(z’) = a(z2)) 一 让 
外 Ce(z) 是 Abel 群 . 图 


36 置 换 和 群 
知识 要 扣 : 
变换 群 的 重要 性 ; Cayley 定理; $5, 中 元 的 表达 、 奇偶 性 、 阶 . 
对 称 群 与 交错 群 的 生成 系 ; 5;, 中 共 斩 类 的 划分 : 两 个 置换 在 5; 的 同一 共和 思 e 
类 中 当日 仅 当 它们 的 型 相同 . 
有 限 单 群 ; 4。 (n > 5) 的 单 性 ; 举例 : 5 的 正规 子 群 ; 54 /Ks 同 构 于 5s. 


1.6.1， 把 置换 oc = (456)(567)(761) 写成 不 相交 轮换 的 积 
解 o = (16)(45). 加 


1.6.2， 讨 论 置换 


的 奇偶 性 . 

解 当 n=2m, mz1 时 ,oc=(1 n)(2 n-1):..(m m+1); 

当 n=2m-1, mz¥z1N 时 ,oc=(l n)(2 n-1):...(m-1l1 m+1). 

故 当 n= 4m 一 3, 4m, m > 1 时,o 是 偶 置 换 ; 而 当 n = 4m-2, 4m-1,m>&1 
时 , o 是 奇 置换 . 

1.6.3. 一 个 置换 的 阶 等 于 它 的 轮换 表示 中 各 个 轮换 因子 的 长 度 的 最 小 公 
倍数 . 

证 首先 ,长 为 1 的 轮换 的 阶 恰 为 !; 其 次 , 在 一 个 群 中 , 若 a 的 阶 为 s, 5 的 
阶 为 t, 且 ab = ba, 则 ab 的 阶 恰 为 s 与 t 的 最 小 公 售 数 . 由 此 即 得 结论 . 配 


1.6.4.， 设 o = (12…n)€ 5%, 证 明 : Cs (co) = (0). 
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UE CS (0) {i€e On | or D0) = T0770 a 
7(n)). 因此 , 夺 7€ Cs,(o),; 则 (7(1)7(2)… 7T(n))=(12.……n)=0o. 设 7(1)=% 


则 
0 
-DF n 1 i 
即 7 = cc 和:. 故 Cs,(o) = (0). | 


1.6.5， 试 证 当 n > 3 时 , 中 心 2Z(5,) = {1}. 

证 设 T 关 1, TE 5S5,. 则 至少 有 一 个 长 为 mm 的 轮换 因子 o, m > 1. 不 
妨 设 c = (12.…m), 则 由 题 1.6.4 知 , 5%, 中 就 含有 与 o 不 可 换 的 元 (这 是 因为 
Cs (0o) = (0), 故 |Cs(o)| = mm 而 15%m| = ml!l) .因此 5 中 当然 就 含有 与 7 不 


可 换 的 元 (将 Sm 看 成 5 的 子 群 ), 即 re 2(5,). 图 
1.6.6， 当 n> 3 时 , 试 证 mn 一 2 个 3 轮换 (123), (124), …, (12n) 是 4， 
的 生成 元 . 


证 ”全体 长 为 3 的 轮换 生成 4 故 只 要 证 这 n 一 2 个 3 轮换 能 生成 任何 一 
个 3 轮换 . 
任 取 3 轮换 (2 7 k), 在， 7,k 中 含有 1 和 2, 则 结论 显然 成 立 . 看 本: J,k 中 含 
有 1 和 2 之 一 ,不 妨 设 67 人 =(17 由 则 (1 7 k) = (12k)(12k)(127)(12k). 
奢 i,j,k 中 既 无 1, 也 无 2, 则 (i jk) = (122)(12i2)(12k)(127)(127)(1272). 
图 


1.6.7. 试 证 44 没有 6 阶 子 群 . 

证 和 卫 接 计算 可 知 44 有 4 个 共 轿 类 : {(1)}, {(12)(34), (13)(24),(14)(23)}, 
{(123), (142), (134), (243)}，{(132), (124), (143), (234)}. 由 此 即 知 44 的 正 
规 子 群 为 {(1)}， 天 4，44. 

因为 指数 为 2 的 子 群 是 正规 子 群 , 故 44 没有 6 阶 子 群 (否则 , 44 有 6 阶 正 
规 子 群 , 与 上 述 结论 不 合 ). 图 


1.6.8. 设 ol 和 os 是 5 中 的 两 个 偶 置换 . 奉 ci 和 cs 在 S。 中 共 斩 , 则 它 
们 在 4 中 也 一 定 共 斩 吗 ? 

解 ” 否 ! 例如 : 在 54 中 (123) 与 (132) 的 型 相同 , 故 它们 在 54 中 共 思 , 但 
在 44 中 却 不 共 斩 (参见 题 1.6.7). 国 

注 关于 5 的 一 个 共 斩 类 在 4 中 的 分 裂 情况 可 参阅 [FZD, p.64. 虽然 那 
本 书 上 只 谈 55， 但 是 使 用 的 方法 可 以 推广 到 5;. 


1.6.9*， 确 定 54 的 全 部 正规 子 群 . 
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解 注意 到 G 的 子 群 N 是 G 的 正规 子 群 当 且 仪 当 六 是 G 的 一 些 共 斩 类 
的 (无 交 ) 并 . 

在 5S， 中 , 两 个 置换 共 固 当 目 仅 当 它们 有 相同 的 型 . 由 此 可 立即 写 出 54 的 
全 部 共 斩 类 如 下 : 

型 为 14: (1) 

型 为 1221: (12), (13), (14), (23), (24), (34) 

型 为 1331: (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) 

型 为 22: (12)(34), (13)(24), (14)(23) 

型 为 41: (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432). 

设 入 是 5 的 正规 子 群 , 54 冯 N 关 {1)}, 则 |N| = 12, 8, 6, 4, 3, 2. 

首先 , IN| 关 6 (否则 ,除去 单位 元 外 N 还 有 5 个 元 ， 但 对 上 述 共 斩 类 
的 分 析 表 明 5 个 元 的 集合 不 可 能 是 一 些 非 中 心 共 罗 类 的 并 . 矛盾 !)， 同 理 可 证 
IN| z 8, 3,2. 

其 次 , 硅 |IN| = 12, 则 N= 44 (否则 , Nhs = S54. 因此 594/44 = N44/44 人 
N/N 门 44. 由 此 可 知 , 5$4 有 6 阶 正规 子 群 N 门 hy, 矛盾 小 . 

最 后 , 硅 |N| = 4, 则 N = Ka = {(1), (12)(34), (13)(24,(14(23)} (这 是 因 
为 N 是 一 些 共 斩 类 的 并 . 而 |N| = 4, 故 NN = Ks 是 唯一 的 选择 .). 

综 上 所 述 , {(1)}, Ksa, h4, 5S4 是 54 的 全 部 正规 子 群 . 加 


1.6.10*， 试 证 : 

(1) 对 称 群 5,, 是 交错 群 42” 的 子 群 . 

(2) 每 个 有 限 群 均 是 某 个 交错 群 的 子 群 . 

证 (1) 将 5,, 中 的 元 写成 互 不 相交 的 轮换 的 乘积 . 考虑 群 的 租 入 5 一 
hon, 将 每 个 轮换 o 映 成 oo', 其 中 o' 是 将 ec 中 1 改 为 有 上 +1 2 改 为 见 十 2 
n 改 为 2n 所 得 的 5。 中 的 轮换 . 

(2) 由 Cayley 定理 , 每 个 ” 阶 有 限 群 G 均 是 对 称 群 S, 的 子 群 , 再 由 (1) 知 


G 是 交错 群 Ao。 的 子 群 四 
1.6.11*，S， 中 型 为 1 和 2 和 2 ...n*^" 的 置换 共有 nl/ 个 , 由 此 证 明 
2 
5 1 
~ | 
vl 


其 中 A 取 遍 所 有 的 型 , 即 和 取 遍 所 有 的 数组 (A1, 和 2,… ,入 ), 入 均 为 非 负 整数 日 
满足 和 十 2 和 2 十 … 十 nM, = 二 nn. 


. 66 . 第 二 部 分 问题 解答 


证 令 P(OA1, 和 2,… ,和 Mn) 是 5 中 型 为 1x:2> .mxn 的 置换 的 集合 , P。 是 
n 个 字母 1,2,… ,n 的 所 有 排列 的 集合 . 定义 映射 r : 下。 一 P(A1, 和 2,.… ,A\n) 
如 下 : 

Vp 二 (p1, Da2， Re , Pn ) CS lo 令 T(D) 是 这 样 的 置换 : 在 排列 Dp 中 ， 从 左 至 右前 
和 li 个 字母 均 作 为 长 为 1 的 轮换 因子 , 接 下 来 依次 作为 和 个 对 换 因 子 , 等 等 , 即 


7(p) = (p1)*** (PA1) (DA HLDAi+2) (PAF2N2 1 PA HN) . 
入 1 入 2 


显然 T 是 满 射 . 对 任 一 a s P(A 和 1,… ,XAn), Ti(a) 中 恰好 含有 ] [这 Xi 个 
= 


排列 (要 看 出 这 一 点 只 要 注意 到 两 个 事实 : 其 一 , 一 个 长 为 i 的 轮换 (ti …. 专 ) 有 
i 种 与 法 : (#1 to… 三 ),， (to … 让 石 ) (二 ;其 二 ，N 个 两 两 不 相交 的 
长 为 i 的 轮换 是 两 两 乘积 可 换 的 .)， 由 此 可 见 |x-1(a)| 只 与 a 的 型 相关 , 故 有 


P| = |r (oPOA1,:… ,Mn)l, Vae P(A1,.…. ,Mn,). 


Bh 


nl 


[| i 入 ;! 
== 


当 和 取 遍 所 有 的 型 时 , 有 > |POA1,… ,和 x)| = |Sn|, 由 此 即 得 到 所 要 证 的 等 式 . 
入 
夺 


| 下 (和 1 ， 了 , 和 An)| 


1.6.12*， 当 n> 2 时 , 试 证 (12) 和 (123 .… m) 是 5 的 一 组 生成 元 . 
证 设 Hh 是 由 (12) 和 (123.…m) 生成 的 5 的 子 群 , 用 数学 归纳 法 证 明 
H, = 5S,. 
n 二 2 时 显然 成 立 . 设 厂 ,_1 = 5,_1, 我 们 有 
(23...n) = (12)(12... n) € H,, 
(1n)= (nn m1...321)(23.… 7n)= (12...n)" (23...n) eH,, 
(12...n—1)= (1n)(12.:..n)eH,. 
由 归纳 假设 (12) 和 (12…n-1) 生成 5,,_1. 因此 H, 2 5%_1，(1n) € H,. 
而 (12)，…，(1n 一 1), (1n) 是 5 的 一 组 生成 元 , 故 HH, = 5,. 图 


87 和 群 在 集合 上 的 作用 


群 作用 的 思想 ; 群 作用 的 两 种 定义 的 等 价 性 ; 作用 的 核 ; 三 种 典型 的 作用 及 
其 核 : ( 左 ) 正则 作用 、( 左 ) 诱导 作用 、 共 轿 作 用 . 


第 1 章 和 群 论 .67 : 


轨道 公式 ; 若 群 G 作用 在 集合 5 上 ,zc 5, 则 |Gz| = 上 ,其 中 Go 一 to 
G | gx = zx} ( 称 为 zx 的 固定 子 群 )，Gz = {gx | gE G} ( 称 为 x 所 在 的 G- 轨道 ). 
Klein 关于 几何 学 的 Erlangen 纲领 : ( 欧 氏 、 仿 射 、 射 影 等 ) 几何 学 与 ( 正 交 、 
仿 射 、 射 影 等 ) 变换 群 作用 下 的 不 变性 . 
Burnside 引 理 及 其 在 计数 中 的 应 用 (例如 , 项 链 问 题 、 开 关 线 路 问题 、 正 多 
面体 的 着 色 问 题 、 分 子 结构 的 计数 等 ). 
1.7.1. 设 G 作用 在 集合 S$ 上 , 对 任意 ob e 5, 行人 存在 geG 使 得 ga = bb， 
则 G。 = g-1Gg. 换 句 话说 , 同一 轨道 中 元 的 固定 子 群 彼此 共 思 . 
解 ” 我 们 有 
Gob={rzEGIrzb=0= {rE€EG|zZzga = ga} 
= {TEGlg ‘zga= a) e {rEG|lg zgeGa} 
= gGag . 四 


1.7.2， 设 群 G 在 集合 S$ 上 的 作用 是 可 迁 的 , N 是 G 的 正规 子 群 , 则 5 在 
N 作用 下 的 每 个 轨道 有 同样 多 的 元 . 
解 设 S= Ga 则 对 任 一 xz € 5,zx=ga,geG, 有 
Ni:={neN|Inzr=7rz}= {neN|nga = ga} 
~ {n ENlg nge Goal = NfNgGoag™. 


又 因为 N 24G, 故 Ns = NN 站 gGag-!=g(N 门 Ga)g-!=gNag 1!. 从 而 


NN NM 
No Nl No Nl 
即 5 在 N 作用 下 的 每 个 轨道 有 同样 多 的 元 a 


1.7.3*. (Burnside 引 理 ) 设 群 G 作用 在 集合 S 上 , 令 t+ 表示 5 在 G 作 
用 下 的 轨道 的 条 数 . 对 任意 ge G，F(9) 表示 5S 在 g 作用 下 不 动 点 的 个 数 , 即 
F(g) = |{z € S|gz= 7H. 试 证 


>》 Fl(9) 


gE€G 
IG| | 
这 就 是 说 , G 的 每 个 元 作用 在 S 上 平均 使 得 t 个 文字 不 动 . 
证 邻 9=f{(g,z) eGx5|gz= 7x}, 我们 用 两 种 方法 计算 |Q|. 


= 


. 68 . 第 二 部 分 问题 解答 


第 一 种 方法 : 先 固定 9 e G, 得 到 


QI = >》 Fr(9). 


gE€G 


第 二 种 方法 : 先 固定 ze€ 5S. 设 5S= 【 Gzi 是 9 的 按 轨道 的 划分 . 注意 
1<i<t+ 
到 者 ze Gzxi, 则 |Gz| = |Gzi|. 于 是 


G . G| 
9=6-G -i 
TES TES 


?一 1 ZECTi; GT 
- IG| 忌 IG| 
er 
i=] XEGZi (人 
故 》 Fl(g) = tIG|. 
gE€G 


1.7.4. 求 正四 面体 、 正 六 面体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 (如 下 
图 所 示 ) 的 旋转 群 和 对 称 群 各 有 多 少 个 元 ? 


化 


正四 面体 (tetrahedron) 


$9 KZ 


正 十 二 面体 (dodecahedron) 正二 十 面体 (icosahedron) 


解 ” 设 纪 是 正 多 面体 的 项 点 的 集合 , 则 相应 于 五 个 正 多 面体 , 2 分 别 含有 4 
8，6, 20, 12 个 顶点 . ( 注 设 v 为 顶点 数 ,e 为 棱 数 ，/ 太 为 面 数 , 则 这 五 个 正 多 面 


体 的 (we, 了 ) 分 别 为 (4,6,4)，(8,12,6)，(6, 12,8)，(20,30, 12)，(12, 30, 20). 验证 
Euler 公式 vu 一 ee 十 f=2.) 


相应 的 旋转 群 和 对 称 群 在 2 上 有 自然 的 作用 , 且 作 用 是 可 迁 的 . 因此 由 轨 
道 公 式 知 |G| = |2||G1l, 其 中 G1 是 顶点 1 的 固定 子 群 . 
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右 G 是 旋转 群 ， 则 Gi 分 别 是 正三 角形 、 正 三 角形 、 正 四 边 形 、 正 三 角 
形 、 正 五 边 形 的 旋转 群 ， 因 此 其 阶 分 别 为 3，3，4，3，5. 故 G 的 阶 分 别 为 
12, 24, 24, 60, 60. 

厂 G 是 对 称 群 ， 则 G1 分 别 是 正三 角形 、 正 三 角形 、 正 四 边 形 、 正 三 角 
形 、 正 五 边 形 的 对 称 群 ， 故 |G1| 分 别 是 6，6，8，6，10. 故 G 的 阶 分 别 是 
24, 48, 48, 120, 120. 加 

注 ”注意 到 正六 面体 的 旋转 群 和 正八 面体 的 旋转 群 同 构 ; 正六 面体 的 对 称 
群 和 正八 面体 的 对 称 群 同 构 . 正 十 二 面体 的 旋转 群 与 正二 十 面体 的 旋转 群 同 构 ; 
下 十 二 面体 的 对 称 群 与 正二 十 面体 的 对 称 群 同 构 . 

三 维 空间 中 有 且 仅 有 上 述 五 个 正 多 面体 被 认为 是 整个 数学 史上 最 优美 、 最 
奇妙 的 发 现 之 一 . 参见 [WHI. 


1.7.5*. 设 p 是 一 个 素数 , G 是 p 的 方 容 阶 的 群 . 试 证 G 的 非 正规 子 群 的 个 
数 一 定 是 p 的 倍数 . 
证 邻 S ={G 的 非 正 规 子 群 }, 考虑 G 在 3 上 的 共 罗 作 用 . 由 轨道 公式 知 
IG| 
Re ee 
rea 


HeR 


其 中 RR 是 5 的 一 组 轨道 代表 元 , G, 是 H 的 固定 子 群 , 也 就 是 五 在 G 中 的 正 
规 化 子 . 因 |G/G,| 是 p 的 方 寡 , 且 G 关 G， (否则 五 了 4G, 与 五 e 5 不合 ), 故 
D | 13| 二 


1.7.6*， 令 G 是 一 个 单 群 , 如 果 存 在 G 的 真子 群 五 使 得 [G : HI < 4, 则 
(es 

证 考虑 G 在 日 的 左 陪 集 集合 上 的 左 诱导 作用 . 于 是 有 群 同 态 p : G 一 5%， 
其 中 m= [IG :HI<4. G 是 单 群 , 故 Kerp = {1}+ (否则 Kerp = G, 从 而 
电 = G), 于 是 G 可 人 视 为 Sm 的 子 群 , m < 4. 

大 m=3, 因 G 是 单 群 , 故 G 关 53, 从 而 |G| < 3. 

蔡 m = 4, 因 G 是 单 群 , 故 G 关 S64, G 关 hz. 又 因为 p- 群 有 非 平凡 的 中 心 ， 
故 |G| 关 8. 因 [G:HI=4, 故 |G| 关 6. 义 因 为 4 阶 群 非 单 , 从 而 |G| < 3. 二 


1.7.7*. 设 五 是 群 G 的 指数 为 n < oo 的 真子 群 , 试 证 五 一定 含有 G 的 一 
个 有 有 限 指数 的 真正 规 子 群 . 

如 果 还 有 IG| > nl, 则 G 不 是 单 群 . 

证 议 n== |[G :HI]. 考虑 G 在 五 的 左 障 集 集合 上 的 左 诱导 作用 , 则 有 和 群 


00. 第 二 部 分 问题 解答 


p: CG 一 Sn, Kerp= (|gHg 14G. 
gE€G 


Kerp<H3&#G, 故 KerpA#G. 
G/ Kerp Im(p) < 5,, 


故 [G : Kerp||nl. 从 而 Kerp 是 G 的 指数 有 限 的 真正 规 子 群 日 Kerp C 万 . 
如 采 还 有 |G| > nl, 则 Kerp 对 {1}, 从 而 G 不 是 单 群 . 图 


1.7.8*， 试 证 一 般 线 性 群 GL(n,C) 不 含有 指数 有 限 的 真子 群 . 

证 否则 , 设 瑟 是 G=GZ(C) 的 指数 有 限 的 真子 群 , [GL(n,C):H]=m. 
考虑 G 在 五 的 左 陪 集 集合 上 的 左 诱导 作用 , 则 有 群 同 态 p : G 一 ，Sm. 于 是 
IG/ Kerp| | ml!. 设 |G/ Kerp| = $s. 

VB e G, 有 Bs € Kerp. 而 另 一 方面 , 由 线性 代数 知 对 于 任 一 A e G 和 任 一 
正 整 数 t, 存在 B e G 使 得 4 = Bt. 因此 4 € Kerp,，vA e G. 于 是 G = Kerp， 
即 矿 = G, 矛盾 ! 图 

注 下 证 线性 代数 中 的 结论 : 设 4 是 复 可 逆 方 阵 , 则 对 任意 正 整数 t, 均 存 
在 复 可 逆 方 阵 B 使 得 4 = Bt. 

不 妨 设 A 是 Jordan 块 (和 A), 入 关 0, 即 


入 a 


对 n 用 归纳 法 . 记 4 = | 
0 CGC 


’ C= Jn-_1( 和 ), Q 一 (1,0, Ss , 0). 由 归纳 假 
设 , 对 任意 正 整数 t, 存在 上 三 角 复 可 逆 方 阵 也, 使 得 C= Dit. 令 B= (: ) 


其 中 a = VA 5 待定 信使 Bt 一 入 即 A ( -人 ,其 中 
0C 0C 


t 
y 二 B 》 aiD!i. 这 归结 为 解 线性 方程 组 


1 二 0 


t 
B 》 0 门 ( 一 : 一 OQL， 
1 一 0 
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或 者 
.0 (D0 pe > 
1 二 0 


这 里 DT 是 D 的 转 置 矩 阵 . 这 是 一 个 系数 矩阵 为 
入 


* * 
* * * 


* +* +* +* 入 


的 n 一 1 阶 下 三 角 和 矩阵 线性 方程 组 ， 因 为 系数 矩阵 的 秩 为 n 一 1， 从 而 必 有 了 唯 
一 解 . 图 


1.7.9*， 求 对 称 群 53 的 目 同 构 群 Aut(53)， 
解 令 了 =1{9s 的 2 阶 子 群 } = {41, 42, 43}. 考虑 G= Aut(93) 在 上 的 
日 然 作 用 , 于 是 有 和 群 同 态 p : G 一 53. 因为 


Kerp = {aeAut(93) | a(4i) = 4 i = 1,2,3} 
= {a € Aut(S3) | a((12)) = (12), a((13)) = (13), a((23)) = (23)} 
{1}, 


故 G < S53.， 男 一 方面 53 的 内 目 同 构 群 1(53) 同 构 于 Ss/2(Ss3) = S53. 于 是 
G 宕 93. 为 


1.7.10*. 令 G 是 阶 数 为 2"m 的 群 , 其 中 mm 是 奇数 . 如 果 G 含有 一 个 2" 阶 
的 元 , 则 G 含有 一 个 指数 为 2" 的 正规 子 群 . 

证 ”对 n 用 数学 归纳 法 . 下 述 证 明 也 包含 了 对 n = 1 情形 的 证 明 . 设 ge G 
且 o(g) = 2", 考虑 G 的 左 正则 作用 . 于 是 有 群 的 单 同 态 p : G 一 > 5S(G) = Sznm. 
于 是 p(9) 的 阶 也 为 2%. 将 p(g) 写成 互 不 相交 的 轮换 之 积 . 因为 对 任 一 a € G, G 
中 的 2" 个 元 ap(gja,p(g2)a, ,0(92 -1)a 互 不 相同 , 故 p(9) 的 每 个 轮换 因子 
人 为 27. 又 因 p(9) 将 G 的 每 个 元 都 变动 , 从 而 p(9) 是 mm 个 长 为 27 的 轮换 之 
积 . 于 是 p(g) 是 奇 置换 , 从 而 N = p(G) 门 4znm 是 p(G) 的 指数 为 2 的 正规 子 
群 , 从 而 |N| = 2"-1m. 由 归纳 假设 知 , N 有 正规 子 群 M 使 得 [IN : M] = 2"-1. 
|G M2 My 

下 证 M 4G. 否则 存在 ge G 使 得 gMg-! 关 M. 设 z=gag1¢M,aeM,， 
则 xz EgNg-!1=N, TT 关 1eN/M. 故 3 的 阶 为 2 的 正 次 知 . 但 是 


eT 
0 


六 一 bg 1 
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于 是 o(z) | m. 矛盾 ! 图 


1.7.11*. 设 a 是 有 限 群 G 的 一 个 目 同 构 . 车 a 把 每 个 元 都 变 到 它 在 G 中 
的 共 斩 元 , 即 对 任意 ge G, 9 和 a(9) 共 斩 , 则 a 的 阶 的 每 个 素 因 子 都 是 |G| 的 
因子 . 


证 设 o(a) = pm, p 为 素数 , 则 o(am) = 人 二 p. 因为 a™(g) 和 9 也 


共 斩 , Vg e G, 故 不 妨 设 o(a) = p. 对 每 一 ze G, 仿 [xz] = {gxg-!|ge€G}. 

渐 言 : 存在 共 轿 类 [zl], 使 得 [z] 中 不 含 a 的 不 动 点 . 

否则 , 即 任意 共 罗 类 [z] 均 有 a 的 不 动 点 . 因 a 的 不 动 点 全 体 作 成 的 子 群 
玉 关 G (这 十 因为 o(a) = p), 从 而 真子 群 五 的 共 恩 子 群 覆盖 了 G. 下 导 |! 

友 [z] 中 不 含 a 的 不 动 点 . o(a) = p, 故 [z] 中 也 不 含 % 的 不 动 点 ， 
i 二 1,…,p 一 1. 设 ae |zl. 考虑 (oa) 在 [zj] 上 的 目 然 作用 . 因为 a 不 是 oi 的 不 
动 点 ,1 = 二 1,…,p 一 1, 故 a 的 固定 子 群 (oa) 为 {1}. 从 而 


(0)ol = ro = 1) = 了 
因为 四 = Usle)o, 故 p11 |G 


1.7.12*， 设 p 是 |G| 的 最 小 素 因 子 . 车 p 阶 子 群 A <4G, 则 4 < 2Z(G). 

特别 地 , p- 群 G 的 p 阶 正规 子 群 含 于 G 的 中 心 . 

证 ”因为 4aG, 故 G 在 4 上 有 共 恩 作用 于 是 得 到 群 同 态 p : G 一 - 
9(4) = 9 注意 到 p(G) C Aut(4) =Z,_1 且 Kerp = Ce(4), 于 是 |G/Ca(A4)| = 
Imol | (p 一 1). 但 是 |G/Ca(4)| 是 |G| 的 因子 , 而 p 是 |G| 的 最 小 素 因子 , 故 只 
能 |G/Ca(4)|=1, 即 Co(4)=G, 即 A < 2(G). 加 

88 ”Sylow 定理 

知识 要 点 : 

Lagrange 定理 之 逆 不 成 立 : 有 限 群 G 未 必 有 a 阶 子 群 , 其 中 a 是 IG| 的 正 
因子 . 但 是 有 如 下 Sylow 定理 . 设 p 为 素数 , G 是 有 限 群 , 则 

1 衣 玉 IIG 则 G 的 阶 为 p* 的 子 群 的 个 数 模 p 同 余 于 1; 特别 地 , G 有 
p* 阶 子 群 . 

设 |G|=p”*m, 其 中 nz1, ptm, 则 G 的 pr 阶 子 群 称 为 G 的 Sylow p- 子 
群 . 

2.G 的 Sylow p- 子 群 是 互相 共 固 的 . 

因此 , G 的 Sylow p- 子 群 个 数 等 于 [G : Ne(P)], 其 中 P 是 G 的 任 一 Sylow 
p- 子 群 , Ne(P) 是 PP 在 G 中 的 正规 化 子 . 从 而 , G 的 Sylow p- 子 群 已 是 正规 
子 群 当 且 仅 当 [G : Ne(P)] =1. : 
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注意 [G : Ne(P)] 是 |G| 的 因子 , 而 且 模 p 同 余 于 1. 

3，G 的 任 一 阶 为 p* 的 子 群 必 包 含 于 G 的 某 一 Sylow p- 子 群 . 

利用 Sylow 子 群 可 能 是 正规 的 , 经 常 能 判断 有 限 群 的 非 单 性 : 例如 , pg 阶 群 
和 p2?g 阶 群 均 非 单 群 , 其 中 p, 9 均 为 素数 . 

阶 数 最 小 的 非 可 交换 的 单 群 是 交错 群 As. 


1.8.1. 设 p 是 |G| 的 素 因 子 , 则 G 有 阶 元 . 
证 由 Sylow 定理 G 有 阶 子 群 , 从 而 G 有 op 阶 元 . 加 


1.8.2. 设 p 是 |G| 的 素 因 子 , 则 方程 z?=1 在 G 中 的 解 的 个 数 是 p 的 倍数 . 
证 xz? = 1 在 G 中 的 解剖 落 在 G 的 某 一 p 阶 子 群 中 , 而 由 Sylow 定理 , G 
的 p 阶 子 群 的 个 数 为 kp 十 1, 其 中 有 为 某 一 非 负 整数 . 因此 G 有 (kp 十 1)(p 一 1) = 
(kp 十 1)p 一 kp 一 1 个 p 阶 元 ,于 是 zx?=1 在 G 中 有 (kp 十 1)p 一 kp 个 解 ， 国 


1.8.3. 证明 6 阶 非 Abel 群 只 有 53. 
证 |G|==2x3, 政 G 有 3 阶 正 规 子 群 A= (8). 设 五 = (a) 是 G 的 一 个 2 
阶 子 群 , 则 G = AH. 因 G 不 可 交换 , 故 a 与 6 不 可 交换 , 即 aBa-! 关 6, 从 而 
aBa-! = 2. 容易 验证 
(12) a, (123) 5p 
驶 给 出 了 和 群 同 构 G 宕 93. 图 


1.8.4.，200 阶 群 有 正规 的 Sylow 子 群 . 
证 200 = 2352. Sylow 5- 子 群 的 个 数 N(25) 为 (5k 十 1) 是 整除 8, 其 中 大 
为 某 一 非 负 整数 , 故 N(25) = 1, 即 25 阶 子 群 是 正规 的 Sylow 子 群 . 图 


1.8.5， 确 定 54 的 Sylow 子 群 的 个 数 . 


解 |54| = 233. 54 的 Sylow 3- 子 群 个 数 N(3) = (3k + 1)|8, 基 中 尺 为 某 一 
非 负 整数 . 而 54 至少 有 4 个 Sylow 3- 子 群 , 即 3- 轮换 生成 的 子 群 , 故 N(3) = 4. 
而 N(8) = (2k 十 1)|3, 但 54 无 8 阶 正规 子 群 , 故 N(8) = 3. 

事实 上 , 54 的 Sylow 3- 子 群 为 

((123)),， ((124)), 《(134))，〈(234)). 
而 其 Sylow 2- 子 群 为 
{1, (13), (24), (12)(34), ) ) 
{1, (12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}, 
{1, (14), (23), (12)(34), ) ) 
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1.8.6， 设 P 是 有 限 群 G 的 Sylow p- 子 群 , Nao(P) 24G. 证 明 PJIG. 

证 ”对 任 一 ge€ G, PP 与 gPg-i 均 是 Nae(P) 的 Sylow p- 子 群 . 故 由 Sylow 
定理 知 , 它们 在 No(P) 中 共 恩 , 即 有 n € Ne(P) 使 得 gPg-! = npPn-! = P. 即 
PaG. 加 


1.8.7. 设 N 年 有 限 群 G 的 正规 子 群 . 在 素 数 p 和 |G/N| 互 系 , 则 N 包含 
G 的 所 有 Sylow p- 子 群 . 

证 因为 |G|=|G/NIIN| 及 wp 与 |G/N| 互 素 , 故 N 的 Sylow p- 子 群 也 是 G 
的 Sylow p- 子 群 . 设 P 是 NN 的 一 个 Sylow p- 子 群 , 已 是 G 的 任 一 Sylow p- 
子 群 . 则 由 Sylow 定理 知 P'=gPg-1<gNg-1!=N. 加 


1.8.8. 设 NM 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 , P 是 G 的 Sylow p- 子 群 . 则 
(1) vV 门 已 是 N 的 Sylow p- 子 群 . 

(2) PN/N 是 G/N 的 Sylow p- 子 群 . 

(3) (Na(P)N)/N = Nae/n (PN/N). 

证 N44G, 故 NP= PN 是 G 的 子 群 旦 


ES OS I 


由 此 即 看 出 (1) (注意 上 式 并 非 从 同 构 定理 得 到 , 而 是 从 两 个 子 群 的 积 集 计数 公 
式 得 到 ). 

而 [G/N : PN/N] = [G : PN] 整除 [G : PP], 由 此 可 以 看 出 (2). 

(3) 由 定义 易 知 (NG(P)N)/N CE Noa/n(PN/N). 设 Nayn(PN/N) = TI/N, 
T < G. 则 由 定义 易 知 tPt-!1C PN, Vt eT. 从 而 PP 和 tPt-1 均 是 PN 的 Sylow 
p- 子 群 , 故 由 Sylow 定理 知 P 和 tPt-! 在 PN 中 共 思 e. 由 此 推 得 te Na(P)N， 
BT C Ne(P)N. 楼 


1.8.9， 设 G 是 集合 上 的 置换 群 , 已 是 G 的 Sylow p- 子 群 ,a € 了 2. 知 
pm ||Gal, 则 pm | |Pal. z 
证 注意 到 固定 子 群 PP 恰好 是 固定 子 群 G6 与 PP 的 交 , 故 由 轨道 公式 知 
Gl _ IlGllGsl cl clP 
GafP| IGollB| Bl |PlIE| 


Ca = [G : PPal. 


p™ | Gal, 故 pm" | (IG :PllPal). 但 是 p 与 [IG :P| 互 素 , 故 pm | |Pal. 图 


1.8.10， 确 定 恰 有 3 个 共 固 类 的 有 限 非 交 换 群 G. 
证 设 G 的 3 个 共 斩 类 的 阶 分 别 为 1,m,n, 其 中 1 < mn, 则 |G| = 
1 二 m++n. 
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站 和 完 m 关 ni: 否则 mx | |G| = 2m 填 1, 从 而 m= 1, 于 是 G 可 换 . 与 题 设 矛 盾 . 
再 由 m<n 和 nn||IG|=1+m++n 知 n= m1 从 而 m||G| = 2m+2, 故 
m 二 1,2. 因 4 阶 群 可 换 , 故 m= 2， IG| =6. 从 而 G 全 53 汪 D;s. 国 


1.8.11*. 设 尸 定 有 限 群 G 的 Sylow p- 子 群 , 瓦 是 G 的 子 群 , p ||HI. 则 存 
在 ae G 使 得 aPa-!i 站 H 是 五 的 Sylow p- 子 群 . 

证 因为 p||HI, 故 可 取 到 五 的 Sylow p- 子 群 4. 由 Sylow 定理 知 , 4 含 于 
G 的 某 个 Sylow p- 子 群 aPa-!, 从 而 A C aPa-! 让 五 . 而 aPa-1i 门 五 是 H 的 
阶 为 p 的 大 的 子 群 , 故 laPa-1 门 H| < |4l. 于 是 4 = aPa-i 门 H, 即 aPa-1N 败 HH 
是 五 的 Sylow p- 子 群 . 图 


1.8.12. ”24, 36, 48 阶 群 均 非 单 群 . 

证 设 |G| = 24 = 23 x3. 不 妨 设 G 的 Sylow 2- 子 群 非 正 规 . 则 由 Sylow 
定理 知 , G 有 3 个 Sylow 2- 子 群 已 , 户 , 户 . 考虑 G 在 { 启 ,已 , 户 } 上 的 共 斩 作 
用 , 它 户 导 了 和 群 同 态 p : G 一 593. 

多 其 Kerp 关 {1} (否则 p :G 一 > 5s 是 单 射 . 这 不 可 能 : 因为 |G| = 24, 153| = 
6). 

叉 易 知 Kerp GG (否则 gPig-1= PP, Vg EG,1i=1,2,3. 这 与 G 的 Sylow 
2- 子 群 互相 共 斩 不 合 )， 

因此 Kerp 是 G 的 非 平凡 的 正规 子 群 , 从 而 G 非 单 群 . 

同 理 可 证 36, 48 阶 群 非 单 群 . 加 


1.8.13*， 确 定 5S4 的 目 同 构 群 Aut(S4). 
解 令 了 = {PP, 书 , 己 , 己 } 是 54 的 Sylow 3- 子 群 的 集合 , 即 
> = 1{((123)), ((124)), ((134)), ((234))}. 
令 G = Aut(S4). 因为 54 的 中 心 为 1, 故 54 的 内 自 同 构 群 1(54) 同 构 于 54, 从 
而 |G| > 24. 
因为 54 的 目 同 构 将 Sylow 3- 子 群 仍 变 成 Sylow 3- 子 群 , 故 G 在 2 上 有 
自然 的 作用 , 这 个 群 作用 诱导 出 群 同 态 x : G 一 94, 从 而 得 到 


KerT ={aE€G|a(P)=P,1=1,2,3,4}. 


我 们 断言 Kerr = {1}, 从 而 由 IG|>24 知 Ge 54. 

议 a E Ker7. 因为 a 将 54 的 12 阶 子 群 仍 变 成 12 阶 子 群 , 故 a(Ahs) = 44. 

又 a 将 2 阶 元 变 成 2 阶 元 , 故 a 将 54 中 的 对 换 变 成 对 换 , 或 变 成 两 个 文字 
不 相交 的 对 换 的 乘积 . 但 两 个 文字 不 相交 的 对 换 的 乘积 属于 44, 由 aw(44) = 44 
知 , a 只 能 将 54 中 的 对 换 变 成 对 换 . 
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(12), 或 者 (13), 或 者 (23). 
) 124)), 故 a((124)) = (124), 或 者 a((124)) = (142). 
(124) = (14)(12), 改 a((12)) 只 能 是 (12), 或 者 (14), 或 者 (24). 
综合 起 来 a((12)) 只 能 是 (12). 
(13), a((14)) = (14). 因 (12), (13), (14) 生成 S4, 故 a = id. 
国 


1.8.14*， 设 已 ,…… ,已 是 有 限 群 G 的 全 部 Sylow p- 子 群 . 若 对 i 关 j1 < 
igt,l<g<jgt, 总 有 [Pi:PNDP]>7", 则 t=1(mod p"). 
证 令 P 忆 := 记 , N := Na(P), 则 t= [G :NI]. 考虑 G 关于 (V,P) 的 双 陪 
集 分 解 
G = U NouP 其 中 ol = 1 
1<i<m 
对 任 一 双 陪 集 NaP, 记 
INaP| IP| 
WU IN| IPfjaNa-!i| 


则 
s(a) = 1 < 全 aNVa DP<<>a PaocN. 
此 时 , 因 已 与 o Pa 均 是 NN 的 Sylow 2p- 子 群 , 故 它们 在 入 中 共 恩 . 从 而 


s(a) = 1 < 全 ae N. 于 是 
和 
本 5 IN {Ya; tiPail| 
因 N 门 a 1!Pai 是 p 群 , 故 由 Sylow 定理 知 N 门 a7 1Pai; 含 于 NN 的 某 一 Sylow 
p- 子 群 P' 中 . P' 也 是 G 的 Sylow p- 子 群 , 从 而 
NTf Jai Pa 一 P'{ Jar Pa:. 
i P| 
三 3 设 ] > p", i = 2,..…- . 上 三 | d 2D7 ). 莉 
于 是 由 假设 [Na pa DT 1 一 2 ,0. 从 而 (mod 27) 


1.8.15*， 设 G 是 集合 上 的 置换 群 , a e ，P 是 固定 子 群 G。 的 Sylow p- 
子 群 , A 是 轨道 Ga 在 P 作用 下 的 全 部 不 动 点 的 集合 . 证 明 Ne(P) 在 A 上 的 
作用 是 可 迁 的 . 

证 八 = {ga€ Ga|pga= ga, Vp € P}. 对 任 一 ne Nao(P) 和 gae 信 ,有 


p(nga) = np'ga = nga, Vp EP, 
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其 中 p' =n-ipn e P. 这 表明 Ne(P) 在 A 上 有 自然 的 作用 . 
人 = {ga€EGalg Pg < Ga)}, 


从 而 了 与 gq- Po 都 是 G。 的 Sylow p- 子 群 , 故 它们 在 G。 中 共 思 ， Bl g Po = 
h- Ph, he Goa. 于 是 ge Nao(P)Go, 即 


A {9a E Ga | dg 和 Ne(P)Go} 一 Na(P)Gaa 一 Nal(P)a, 
即 Na(P) 在 人 上 的 作用 是 可 迁 的 . 国 


1.8.16*. 设 G 是 24 阶 群 且 中 心 2(G) = 1 证明 GS 关 594. 

证 24 = 233, 故 G 的 Sylow 3- 子 群 个 数 N(3) = (3k 十 1) | 8. 首先 断言 
N(3)= 4. 

否则 , N(3) = 1. 设 T= (是 G 的 3 阶 正规 子 群 . 

中 硅 G 的 Sylow 2- 子 群 的 个 数 N(8) = 1, 则 G 有 8 阶 正规 子 群 EB, 从 而 
G = 二 TE. 因 7T,E4G,TNMNE= {1), 故 工 中 任 一 元 与 中 任 一 元 可 交换 . 从 而 
Tg 2Z(G). 夏 慎 . 

(2) 因此 N(8) =3. 设 互 是 G 的 一 个 Sylow 2- 子 群 , 则 G = 7 五 . 于 是 G 的 3 
个 Sylow 2- 子 群 为 BE, tBt-!1, t Et-?. 考虑 G 在 五 的 左 陪 集 空 间 上 的 左 诱 导 作 
用 , 故 有 群 同 态 T: G= TE 一 5s. 则 N := Ker” = (| 如 五 本 < 了 JG. 容易 看 出 

0<i<2 

N = Calt) 门 E. (事实 上 , 一 方面 由 定义 直接 看 出 Co( 站 Ec [| tiBti=N. 


0 入 ?入 2 


男 一 方面 , Vn € N, 有 n=tet-1,eek. TAIG, 故 ntn-!1eT. 但 ntn-! -和 
否则 t&n = nt = te，tn = e, 从 而 te TNME = 1 矛盾. 于 是 ntn-!1=t, 即 
nt 二 tn. 这 表明 ne Co(t) 门 E, 即 NC Co(t)NNE.,) 

t 只 有 两 个 共 斩 元 , 即 t 和 旭 , 故 Co(t) = 12. 从 而 IN| 是 12 和 8= |E| 的 
公 因 子 , 即 |N|=1, 2 或 4. 但 |N| 关 4 (不 然 , 设 |IN|=4. 蔡 N 门 Z(E) = 1 则 
Z(EB) 不 平 几 , 故 有 NZ(E) = 五 . 因 4 阶 群 可 换 , 即 巨 是 Abel 群 , 即 Z(E)=E. 
这 与 N 门 Z(B) = {1} 不 合 . 于 是 NN 站 2Z(E)#{1}. 令 z 关 1,zENN 人 M2Z(B), 则 
z 与 t 及 中 元 都 可 换 , 从 而 z e Z(G). 矛盾 !), 从 而 IN| = 1 或 2. 但 G/N 是 
Ss 的 子 群 , 从 而 24 阶 群 或 12 阶 群 是 6 阶 群 5 的 子 群 . 矛盾 ! 

这 就 证 明了 上 断言 , 即 G 有 4 个 Sylow 3- 子 群 了 , D2, D3, Ta. 令 卫 = {人 |i = 
1, 2, 3,4}, 考虑 G 在 上 的 共 轿 作用 , 则 有 群 同 态 p : G 一 S54. 邻 KK := Kerp,， 
则 

K={g€GlgTg =T,1i= 2 34 全 Na(Ti)<4G. 


1<i<4 


es 第 二 部 分 问题 解答 


ING(T)|=6, 故 |K|=1,2,3 或 6. 

但 |K| 关 3 (否则 G 有 3 阶 正规 子 群 K, 与 N(3) = 4 不合.). 

又 |K| 关 6 (否则 Na(T) = Na(T), 1 < i,j 4. 于 是 多 , TD 都 是 Ne 人 (DT 
的 Sylow 3- 于 群 , 从 而 由 Sylow 定理 知 , 卫 与 印 在 Na(T) 中 共 因 ,于 是 隐 = TD. 
矛盾 !). 

最 后 , |K| 关 2 (否则 K = {1, zx}. KK 了 4JJG, 故 gzg-! = Xx,， Vg € G, 即 
x € 2(G). 矛盾 由 

因此 |K|=1. 于 是 p : G 一 > 54 是 群 同 构 . 图 


89 ”上 自由 群 和 群 的 表现 

知识 要 扣 : 

外 下 积 与 内 直 积 的 统一 ; 直 积 的 等 价 刻画 . 

当 (n,m) = 1 时 , 有 和 群 同 构 2 x ZZ 宏 Znm. 

目 由 和 群 污 目 由 Abel 群 的 概念 ; 任 一 群 同 构 于 自由 群 的 商 群 ; 任 一 有 限 生成 
群 同 构 于 有 限 生 成 目 由 群 的 商 群 ; 由 此 导出 用 生成 元 和 定义 关系 表达 任 一 群 . 

由 次 二 面体 群 D; 的 生成 元 和 定义 关系 : Dn = (a,b|a” =1=b, ba=a-1b). 

四 元 数 群 Qs 的 生成 元 和 定义 关系 : Qg = (a,b|as=1, b=a?, ba= a-1b). 


1.9.1. 设 Gi (1 < i < n) 为 群 , N; < G;, 则 

(1) G1 x Ca G2 Xx G1. 

(2) (G1 x G2) x G3 G1 xX (Go x Gs). 

(3) Z(G1 xX: XGn)= Z(G1) XxX: x Z(Gn). 

(4) Gi x…x Gn 为 Abel 群 当 且 仅 当 每 个 G; 均 为 Abel 群 . 

(5) Nix::.xN,<GIxX:..x Gn. 

(6) NM xx aaGx…xGn 当 上 且 仅 当 对 每 个 和 Ni 4 Gi. 

(7) 当 Nix: x Ny dG XxX. x Gr, (G1 XxX: x Gn)/(Ni x x Nr) 
(G1/Ni1) x 1: x (Gn /Nn). 

证 均 由 定义 耳 接 验证 . 图 


1.9.2. 和 在 吨 >3, 试问 4。x Z 与 9。 是 否 同 构 ? 
解 ” 当 n> 3 时 , 5, 无 2 阶 正规 子 群 . 故 4 x Zs 与 S。 当然 不 同 构 ， 国 


1.9.3， 设 G= Gix.…xGn, 日 是 G 的 子 群 . 问 五 是 否 一 定形 如 厂 = 
Hi x:… x HH,, 其 中 H; < G;? 

解 ” 否 . 例如 ,Ka = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = {(1),(12)(34)} x 
{(1), (13)(24)}. 但 {(1), (14)(23)} 也 是 Ks 的 子 群 . 项 


第 1 章 群 论 79 


1.9.4. 设 G=GixG2, H4G 有 HNMG;= {1},i1=1,2. 试 证 Hg<2(G). 
特别 地 , 及 是 Abel 群 . 

证 因为 五 <4G, GaG, 万 站 G; = {1}, 故 五 中 任 一 元 与 G; 中 任 一 元 可 
换 , 因此 互 中 任 一 元 与 G 中 任 一 元 可 换 , 即 H < Z(G). 国 


1.9.5. 令 G= Gix…xGn, 且 对 任意 i 了 jj1<ij<<n,|Gi| 和 |G;| 互 素 . 
则 G 的 任意 子 群 五 都 是 它 的 子 群 互 门 ci (i = 1,… ,n) 的 直 积 . 

证 设 heH,h=hih, hie Gi,i= 1,2,..…,n. 因 G; 中 任 一 元 与 
Gj;(i 关 站) 中 任 一 元 可 换 , 故 对 任 一 整数 t 及 = hi.…ht. 邻 a = |Gil, b= 
[Gjj; 则 及 =1, 万 ==1 (7 关 引 ). 因 (a,5) =1, 故 有 整数 1 和 上, 使 得 latkb=1. 
Va 
故 

hi= ht hE oh eHNMNG;, i=1,..,n. 
从 而 
= (HMNG1)::…:. (HNMG,) = (HNMG1) x ::: x (HNMG,). 天 


1.9.6. 设 G 是 有 限 生 成 的 目 由 Abel 群 , rank(G) = 7. 如 果 gj，… ,on 是 G 
的 一 组 生成 元 , 则 n > 


证 设 el ,er 是 G 的 一 组 基 , i 今 A= 


(aij) Cc Mnxr (2). G = 《91) op ), 改 Ci 一 Do 1 和 1 入 7 b= (bi;) = 


Mrxn(Z). 于 是 BA Ee Mxr (2). 办 C1)"** ,Er 是 _ 组 基 故 pA= J I 是 单位 
阵 . 于 是 
r=rank(l;)= rank(BA) < rank(A) <n. EE 


1.9.7， 如 条 n 是 正 奇 数 , 求证 D,, 人 兰 刀 x 2,. 

证 回顾 D, = (o, 7| og"=1=7,70= ef 

考虑 Dz 的 子 群 (om") 和 (go?,7). 首先 (02,7) = {0*, o2T7|0<ign-1l} 仿 
有 2n 个 元 . 因为 [Da : (o?,7)] = 5 二 2, 故 (0?2, 7)<Da 且 (2,7) 全 D (事实 
上 , r(o2) = oa 7(7) =b 就 给 出 了 (0o2,7) 到 DD = (a,bla"r*=1= ,ba=a"-1b) 
的 群 同 构 .). 

X (an) SZ,, 因为 


OTONT ga =0(T0T No =00 "go=0 
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故 (0™) < Do2n. 
因为 n 是 正 奇数 , 故 (go7) 门 (c2，7) = {1}, 即 o* 4¢ (co*, 7). 于 是 


0%, 7)(0")| = 4n = |D2nl. 
改 D,, 宏 D, x ZZ,. 国 


1.9.8. 以 C* 表示 非 零 复数 乘法 群 , R+ 为 正 实数 乘法 群 , R 为 实数 加 法 群 ， 
Z 为 整数 加 法 群 , 则 
C* RT x R/(272). 
证 站 完 Rt <4C*. 令 U 是 C* 中 模 长 为 1 的 复数 全 体 作 成 的 乘法 群 , 则 
民 /(27Z) 兰 U (事实 上 , 0 十 2nZ rm cos0 十 isin0, 0 入 0 < 2r 就 给 出 了 RR/(272Z) 
到 UU 的 一 个 群 同 构 .). 因 任 一 非 零 复数 可 唯一 地 表达 成 r(cos9 十 isin0) 的 形式 ， 
其 中 reER+ 0 和 0O< 27, 故 


C*RtxUSRT xR/(272). 图 


1.9.9， 设 ma ,nr 为 目 然 数 , 则 

(1) Zn x Zn, SS Zn, mn 当 且 仅 当 (n,n,)= 1. 

(2) 如 条 nn1,… ,nr 两 两 互 素 , 则 ZZ x … x Zn 兰 Zn . 

证 反复 使 用 (1) 即 可 得 到 (2), 故 只 要 证 (1). 

设 (n,n2) = 1. 考虑 映射 x: Ln, X Zn, — Zr (5, 性 sno 十 tn1. 验 
证 这 是 映射 , 单 射 , 满 射 和 加 法 群 同 态 ( 注 注意 在 验证 满 射 时 用 到 |; 存在 整数 ! 和 
m, 使 得 ln 十 mn2z = 1. 从 而 对 任 一 a € Z, a = alni 二 ammno, 于 是 = n(am, al)). 

反之 ,各 Zn x Zn, 宇 Zn,n, = (a), 因为 循环 群 的 固定 阶 的 子 群 是 唯一 的 , 故 
Zn = (0), Zn, = (a™). 而 1= (a™) 门人 om) = (aman2) 故 nin2z | Ini,n2), 
Bl (ni1,n2)=1. 圈 


“No . 


1.9.10. 试 证 7.11.13 阶 群 一 定 是 循环 群 . 
证 设 |G|=7:11:13, 则 Sylow 7- 子 群 的 个 数 N(7) = 7k 十 1, 其 中 必 为 某 一 
非 负 整 数 , 且 N(7) | (11.13). 故 N(7) = 1, 从 而 Zz 4G. 同 理 , Z11 4G，Z1344G. 


加 


六 


G = L711L13 = 7 X Dil X 13 7.11.13. 网 


1.9.11*， 试 证 5.7.13 阶 群 为 循环 群 . 
证 设 |G|=5:7.13, 则 Sylow 7- 子 群 的 个 数 N(7) = (7k 十 1) | 5.13, 其 
中 8 为 某 一 非 负 整数 , 故 N(7) = 1. 从 而 G 有 7 阶 正规 子 群 (y) 兰 Zy， 同 理 
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G 有 13 阶 正规 子 群 (z) 兰 Z13. (但 注意 : 此 时 不 能 直接 断言 N(5) = 1.) 设 (z) 
是 G 的 Sylow 5- 子 群 , 则 |(z)(y)| = 35，|(z)(z)| = 65，|( 人 (2 = 91. 而 35 阶 
群 、65 阶 群 和 91 阶 群 均 是 Abel 群 , 故 zz 与 y，z 与 z，y 与 z 均 可 换 . 从 而 
G= 《7Z)(y)(z) 可 换 , 即 (x) 4G, 于 是 G = (x)(y)(z) 是 Abel 群 . 从 而 (z) 是 G 
的 正规 子 群 . 于 是 


(x 三 (ZT)(Y) (Z) 一 Ds X D7 X D13 = D5.7.13. 脐 


1.9.12*， 设 G 和 G2 是 两 个 非 交 换 单 群 , 试 证 G1 x G2 的 非 平 凡 正 规 子 群 
只 有 G1 和 G，. 

证 设 N 是 G1 x Gs 的 非 平 几 正规 子 群 . 

硅 GINN=Gi, 即 G1 < NWN, 则 NN = Gi x (NN 门 G2). 但 Gs 是 单 群 旦 
N 关 Gi Xx G2, 故 NN 站 G2 = {1), 从 而 N= Gi. 

下 设 Gi 站 入 = 生 }, 则 G1 中 任 一 元 与 NN 中 任 一 元 可 换 . 

今 


Hi={g1€EGI | 存在 g2 E G2 使 得 g1g2 € N}. 


则 Fi 4Gi. 于 是 二 = {} 或 G1. 

大 Hi 二 {1}), 则 NN < Gz, 从 而 NN = Gs. 

硅 Hi = G1, 则 对 任 一 z € G1 和 任 一 g1 € Gil, 存在 go es G2, 使 得 g1g2 < NN， 
从 而 z 与 g192 可 换 . 但 z 与 gp€ Gs 也 可 换 , 因此 z 与 91 可 换 . 即 Gi 是 Abel 
群 , 与 题 设 不 合 . 加 

注 ”由 上 述 证 明 可 知 , 上 述 结论 可 推广 成 : 设 G! 和 G2 是 单 群 , 且 至 少 有 一 
个 非 交 换 , 则 Ga x G。 的 非 平 凡 正 规 子 群 只 有 Cl 和 Gz. 


1.9.13*. 令 G = (gi1, 92,… ,gn). 如 果 G 的 子 群 4 具有 有 限 指数 mm, 则 4 
可 以 由 2nm 个 元 生成 . 

证 记 9i=0%7l 设 G=4aUU…U4a 是 无 交 并 , al =1. 则 对 任意 的 
i 和 j, 1 i < m, 1<j< 2n, 存在 唯一 的 k,1<k<m 和 bi; € 4, 使 得 


0i91 = bijQk:- 


令 B 是 由 2nm 个 元 bi; 生成 的 子 群 , 则 B 是 4 的 子 群 . 因为 9j = oz 1bijag, 故 
G 可 由 5% 和 a; 生成 ,1 <ig<m,1<ijgs2n, 即 G 由 B 和 a,,… ,a,, 生成 . 

下 证 G = Ba UUBa 是 G 关于 B 的 右 障 集 分 解 . 

因为 Aai [|Aa; = 8, i1@#7, 故 Dl lB So A 

其 次 要 证 G 中 任 一 元 属于 某 一 Ba;. 因为 G = (g1,g2,… ,gn), 故 G 中 任 
一 元 可 写成 9，.…，9， 9 ，92 的 某 种 积 . 因 任 一 g; = biyay, 故 只 要 证 
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形 如 asz 的 元 属于 茶 一 Bai, 其 中 x 是 g,，… ，9 9。 …，9。 的 某 种 积 , 而 
这 是 对 的 ( 因 asg; = bsjax, 不 断 地 使 用 此 式 即 知 .). 

因此 [G:B=m. 而 [G:B=[G:4[4:B|j=mlA4:B, 于 是 [4:Bl=1, 
即 4 = B, 即 4 是 由 2nm 个 元 b;; 生成 . 加 


1.9.14*， 试 证 : 定义 关系 为 


Ziz; 一 2j0i 与 7 不 相 邻 ( 即 7 <i 一 1)， 
(ziZi1) =17<n-2 (BB wri = Tt1dmit1) 


的 n 一 1 个 元 xz1,… ,zn_1 生成 的 群 C。 同 构 于 对 称 群 5 

证 设 吧 = 名 i 十 1),i 二 1 n 一 1, 则 5% =(o ,on_1) 且 0; 满足 上 
述 天 系 . 故 有 群 满 同 态 而 和 以 下 用 
归纳 法 证 明 rw 是 群 同 构 . 设 rm_: 是 群 同 构 . 

断言 : Cn_1，GC 1zn 1 ，Gn_17n_17n-2.… X271 是 Gn 关于 Gn_1 的 全 
部 的 两 两 不 同 的 右 陪 集 . 

首先 , 这 n 个 右 陪 集 两 两 不 等 ，( 否 则 , 设 G,_1z，Gn_1y 是 上 述 两 个 右 陪 
集 , xz 关 Yy，Gn_17 = Gn_1y. 则 zy-! e G,_1, 于 是 nn(T)Ann(y))  € Sn_1. 而 
在 Sn 中 可 作 具 体 的 计算 , 计算 结果 表明 A (z)(mn(y))-!1 4 Sn_1. 矛盾 !) 

其 次 , 要 证 上 述 n 个 右 陪 集 是 G, 关于 G,,_1 的 全 部 右 陪 集 . 

设 Gn_17 2 Ga 令 


(2 {17 E Cr Gn_1y 一 让 


9 中 任 一 元 可 写成 x1,…. ,zxn_1 的 某 种 乘积 . 令 z 是 Q 中 的 元 , z 表达 成 x1,:… ， 
zn-_1 的 积 时 长 度 最 短 , 则 > 必 以 x,_1 开头 es 下 


行 z 灶 zh 1 则 >z=z zz ，， 全 则 六 全 
从 WH CiZ O12 的 长 度 最 不合- 

大 Zr lizn 2 则 > = zn lzn 202i ，2i 关 Xn_1 (否则 > = 
从 而 让 天 Z 


的 长 度 最 短 不 合 !); 并 且 x; = zz-3 (否则 zx; 又 可 以 提 到 最 前 面 ). 
如 此 继续 下 去 , 最 后 逐步 可 得 到 z = Zn lzZn 2 Zi 
这 网 证 明了 G 有 右 陪 集 分 解 


Gn Gn_1(JGn_1xn_ 1 人 (Gn_1izxn_1xn_2 “W291. 


从 而 [Gn : Gn-i] =n, |Gn|=n|Gn_ 1|=n|S, | = 
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已 知 |9,| = ml 5%, Gn/ Kerm,. 故 Kerr， = {1}, 外 9。 兰 G， 图 


1.9.15*， 试 证 : 对 n > 3, 定义 关系 为 


(Tix;) =1,i=1,...,n—4, 7>i+!1 


的 n 一 2 个 元 x1,… ,zn_2 生成 的 群 G,, 同 构 于 交错 群 4，. 

证 设 ol = (123), oi; = (12)Gi+1,i+2), = 2,.….,n-2, 则 4A, = 
(01,… ,0n-_2) 且 满 足 上 述 关系 . 故 有 和 群 满 同 态 rm : Gh 一 An， mm(zi) = 
0i，1 二 1,… ,nn 一 1. 用 归纳 法 可 证 7 是 群 同 构 . 

关键 要 证 Gn_1, Gn_izn_1 ,Gn_iTn_1Tn 2 ToTl, Gn_iTn_1Tn_2.… 
z221 是 Gn 天 于 Gn_1 的 全 部 的 两 两 不 同 的 右 陪 集 . 这 与 题 1.9.14 相 类 似 , 不 再 
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810 有限 生成 Abel 群 

知识 要 扎 : 

有 限 生 成 目 由 Abel 群 由 秩 唯 一 确定 ; 有 限 生成 自由 Abel 群 的 子 群 仍 是 有 
限 生 成 目 由 Abel 群 . 

有 限 生 成 Abel 群 是 有 限 生成 自由 Abel 群 与 有 限 Abel 群 的 直 和 . 

有 限 Abel 群 是 其 Sylow 子 群 的 直 积 . 阶 为 on 的 Abel 群 的 同 构 类 与 n 的 
划分 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 会 用 初等 因子 和 不 变 因 子 对 有 限 Abel 群 分 类 ; 诸如 
求 互 不 同 构 的 1500 阶 Abel 群 . 

有 限 Abel 群 的 Lagrange 定理 之 逆 成 立 . 


1.10.1， 用 不 要 因子 的 方式 与 出 所 有 互 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 . 

解 ” 用 p(n) 表示 的 划分 的 个 数 . 

360 = 23 x 32 x 51, 故 共 有 p(3)p(2)p(1) = 6 个 互 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 . 
我 们 写 出 3, 2, 1 的 全 部 划分 : 


3，2 十 1，1 十 1 十 1: 
2 te 
] . 
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则 6 个 互 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 为 
os D 32 D Gil 宕 Za360， 
23 四 ba3l 由 Za 四 Gil SF L120 B Ls, 
p22 D bro1 DB La? Dsi Zig0 DB Zo, 
p22 BD 21 D bal DB Lal DB si SF Zeo0 B Ze, 
bo DB oil 由 bool DLs Bs Zo0 BZ BL, 


bl BD Loi1 Bol DLsal DB Za DBZLsi Zs0 DB Ze BZ2. 图 


1.10.2， 试 证 有 限 生成 Abel 群 G 是 有 限 群 当 且 仅 当 G 的 一 组 生成 元 均 是 
有 限 阶 元 . 

证 只 证 充分 性 . 设 g1,… ,gn 是 Abel 群 G 的 一 组 生成 元 , 上 且 o(g;) = mi < 
o00,7 二 1,2,…,n. 则 G=Zgi 十 :… 十 Zgn. 令 下 = Zzri@:…@Zzxn 是 n 秩 自由 
Abel 群 ,: 下 一 G 是 由 ng 2 给 出 的 群 满 同 仿 . 则 由 题 
设 知 Kerr D miZrxi 四 .四 mnZzn. 因此 r 诱导 出 群 请 同 态 


0 DBVn Zr BBLIn/MIZT BB MnZTIn 一 CT 
故 G 是 有 限 群 . 图 


1.10.3*， 试 证 有 限 生成 Abel 群 G 是 自由 Abel 群 当 且 仅 当 G 的 每 个 非 零 
元 都 是 无 限 阶 元 . 

证 ”必要 性 由 定义 直接 得 出 . 

议 G 是 有 限 生成 Abel 群 旦 任 一 非 零 元 的 阶 为 无 穷 . 设 G = (gi1,:… ,gn)， 
9i 多 0, Vi 二 1,…,n. 则 G = 2Zgi+… 十 Zgn. 不 妨 设 {91,… ,gm} 是 {91,… ,gn} 
的 一 个 极 大 Z- 线性 无 关 组 (由 题 设 , 这 总 是 存在 的 , 且 不 妨 设 为 前 mm 个 ,mm < n.). 
于 是 对 于 任 一 or 1 过 i<n 一 m, 存在 0 关 入 & ,使 得 


Mgm+i E 9 十 … 十 2gm = Z91 DB DLqgm: 
令 入 = 和 .meEzDZ， 则 
AG < bn0l DB: BZqm. 


但 Zgi 日 Zom 是 有 限 生 成 自由 Abel 群 , 故 AG 亦 是 有 限 生成 自由 Abel 群 . 
令 T: G 一 > 和 AG，7(g) = 和 Ag, Vg € G. 由 题 设 知 Kern=0. 即 G 汪 AG, 故 G 是 
目 由 群 . 国 
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1.10.4*. 设 Qr+ 是 正 有 理 数 乘法 群 , 试 证 : 

(1) Qt 是 目 由 Abel 群 , {p | z 是 素数 } 是 它 的 一 组 基 . 
(2) Qt+ 不 是 有 限 生成 的 . 

证 (1) 任 一 正 有 理 数 形 如 


0 (2) 二) 本 
二 2 一 | 一 dd 
pj “Dp, D1 pn 
其 中 pi,… ,pn,，q1,… ,qm 是 两 两 不 同 的 素数 . 由 算术 基本 定理 知 , 这 样 的 表达 
是 唯一 的 . 由 定义 知 , Q+ 是 秩 为 无 限 的 自由 Abel 群 , {p | z 是 素数 } 是 它 的 一 
组 基 . 
(2) 对 于 任意 有 限 个 ( 既 约 的 ) 有 理 数 , 其 分 子 、 分 母 中 所 有 的 素 因 子 是 有 
限 多 个 . 而 熟知 , 素数 有 无 穷 多 个 . 故 不 在 这 有 限 个 素数 之 中 的 素数 , 当然 不 能 写 
成 这 有 限 个 有 理 数 的 某 种 积 , 故 Q+ 不 是 有 限 生成 的 . 加 


1.10.5*. 设 Q 是 有 理 数 加 法 群 , 试 证 : 
(1) Q 不 是 目 由 Abel 群 . 
(2) Q 的 任意 有 限 生成 的 子 群 都 是 循环 群 , 但 Q 不 是 循环 群 . 


证 (1) 假设 (Q, 十 ) 是 自由 Abel 群 ， {z lie 7 是 其 一 组 基 , 其 中 a;, 2b; 


均 为 正 整数 , J 为 指标 集 , 即 对 任 一 有 理 数 7, 存在 唯一 的 J 的 有 限 子 集 7 和 唯 
一 的 一 组 整数 rr， i e 了 使 得 


1 ] 又 二 
则 长 Ea 7 也 是 其 一 组 基 . 因为 1 = a . 二 , Vi e J 故 7 只 能 含有 一 个 元 


即 (Q, +) 是 循环 群 , 即 Q = ( 5 这 很 荒唐 ; 因为 存在 无 穷 多 个 素数 , 故 可 设 素 


Q 


数 p 不 是 a 的 因子 , 则 - 不 是 = 的 整数 倍 


其 中 Ql,"** ,Qn 均 为 正 整 数 . 令 [al , Qn | 是 Ql1,'** ,Un 的 最 小 公 售 数 ， 则 有 正 
整数 Ti, 使 得 Li 人 7 一 [a1,*……: i > | ;2. 于 是 


这 表明 
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(事实 上 (mm , Mn ) 一 二 故 存 在 整数 C1) ** ,Cn,) 使 得 > mic: 一 1. 从 而 


?一 ] 
n 


1 Ci 
i 图 
eH) 


1.10.6， 设 4 为 有 限 Abel 群 , 则 对 于 |4| 的 每 个 正 因子 4，h 均 有 d 阶 子 
群 和 qd 阶 商 群 . 

证 只 要 证 4 有 d 阶 子 群 . 因为 4 是 其 Sylow 子 群 的 直 和 , 故 只 要 对 Abel 
p- 群 4 证 明 此 结论 . 

设 |4|=p", 则 4d=p"m, ms 和 mn 设 4=4@… 和 4 其 中 4i; 均 为 循环 p- 
群 . 对 t 用 归纳 法 . t = 1 时 , 4 为 循环 群 , 故 结论 正确 . 若 4:| .141| > pm， 
则 由 归纳 假设 Ai1 曙 … 人 日 hi_1 有 4 阶 子 群 . 硅 41 人 1 41| < 设 4:| = p',， 
则 4 有 ptm-” 阶 子 群 五 , 于 是 4 @.…@4 1@ 互 即 为 4 的 d 阶 子 群 。 国 


1.10.7. 议 互 是 有 限 Abel 群 4 的 子 群 , 则 有 4 的 子 群 同 构 于 4/H. 
证 设 4 = Gi 人 @:… 旬 Gm, 其 中 Gi 是 4 的 Sylow p- 子 群 i = 1,……… , 7. 则 
由 题 1.9.5 知 


H= Hi®@::.@Hn, Hi= Hf/Gi:, 1l1<i<m. 
因为 
A/H Gi/Hi@:::@Gm/Hn, 
故 只 要 证 明 G; 有 子 群 与 G;/H; 同 构 即 可 . 即 不 妨 设 EE 


pp”, mz<<n. 


由 Abel p- 群 的 结构 知 
A 


其 中 Zar < Zpri, 1 <i<t 克 i 十 十 4 二 nn 81 十 … 十 $4 二 m7i 均 为 正 整数 ， 
si 均 为 非 负 整数 , 日 s; < 7;. 因此 


A/H 全 bpri -sl 中 Ca BD bpre st < A. 图 


1.10.8， 如 采 有 限 Abel 群 4 不 是 循环 群 , 则 存在 素数 p 使 得 4 有 子 群 同 构 
于 2 一 Zo 四 2 

证 大 4 不 是 循环 群 , 则 存在 素数 p 使 得 4 的 Sylow p- 子 群 4， 不 是 循环 
群 . 而 Ap 是 循环 p- 群 的 直 和 , 故 4 有 形 如 Z, @ 2 的 子 群 . 图 
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1.10.9. 试 证 : 当 (m,n) = 1 时 , ZZ @ Zn 的 不 变 因子 组 为 {mm}; 而 当 
(m,n) > 1 时, Zn 四 Zn 的 不 变 因 子 组 为 { (m,n), [m,n]}. 

证 当 (m,n) = 1 时, Zm @ Zn 宇 Zmn, 故 其 不 变 因 子 组 为 {mn}. 

当 (m,n) > 1 时 , 设 m= pr …py, n==p?…p?', 这 里 pi1,… ,pi 是 互 不 相 
同 的 系数 , 石 …… ,ti，s1,… ,51 是 非 负 整数 , 但 对 每 一 i, t; 与 s; 不 同时 为 0. 于 
是 


Zn = Zr BOD Zn= Zor DO Dy 
从 而 2 9 Zi 的 初等 因子 组 是 从 


Ll . 


(p1， BD 7 py') 
中 删 去 为 1 的 因子 后 得 到 的 数组 . 从 而 其 不 变 因子 为 


! 


! 
[I Ce [Tw 
i=1 


4 三 二 


前 者 恰 为 (m,n) > 1, 后 者 恰 为 [m,n], 故 不 变 因子 组 为 {(m,n), [m,nj}. 关 


1.10.10， 求 Zs @ Ze @ Z35 的 初等 因子 组 和 不 变 因子 组 . 
解 ”Z2@Zo@Z35 = Z2@Zo@Z5@Z7 = Zes0, 因此 其 初等 因子 组 为 (2, 32, 5, 7)， 
而 其 不 变 因子 组 为 {630}. 丽 


1.10.11， 试 证 非 零 复数 乘法 群 C* 的 每 个 有 限 子 群 都 是 循环 群 . 
解 设 G 是 C* 的 n 阶 子 群 , 则 G 恰 是 方程 z* = 1 在 复数 域 C 中 的 解 集 ， 
故 G 是 循环 群 . 图 


1.10.12. 设 G, 4, B 均 为 有 限 Abel 群 . 如 果 G@AGe@B, 求 证 4B. 
证 Ge@ 4 的 初等 因子 组 是 G 的 初等 因子 组 与 4 的 初等 因子 组 的 合并 , 而 
Ge@Ah 与 G@B 有 相同 的 初等 因子 组 , 故 4 与 BB 有 相同 的 初等 因子 组 , 从 而 4 
与 B 同 构 . 加 


1.10.13*. 设 p 是 一 个 素数 , Z,s @ Zj2 有 多 少 个 p? 阶 子 群 ? 

解 方便 起 见 , 将 G 的 运算 写成 乘法 . 令 G = Zs @ Zz = (7)(y)，o(7) = 
p”,， 0(y)=p". 

I， 计算 G 中 p 阶 元 的 个 数 . 

设 zy 是 G 中 pp 阶 元 , 则 zw? 和 wi 均 为 p 阶 元 ,因此 i = kp?，j = 
k'p， ji 1 三 0 ,p 一 1, (i,j) 冯 (0,0). 于 是 共有 ?一 1 个 p 阶 元 . 

II， 计算 G 中 形 如 Z, @Z 的 p? 阶 子 群 五 的 个 数 . 
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设 五 全 Zp@@Zp，H<G. 则 五 中 及 一 1 个 p 阶 元 . 因此 ,五 恰 是 G 中 
所 有 p 阶 元 再 加 上 1 得 到 的 集合 . 故 G 只 有 唯一 的 p? 阶 子 群 同 构 于 Z, @ Z,， 
剩 下 的 p? 阶 子 群 必 是 循环 群 . 

亚 ， 计算 G 中 p? 阶 元 的 个 数 . 

多 让 G 中 ps 阶 元 的 全 体 为 ziy’, 其 中 0<j7<pPP-1,zxi 是 ps 阶 元 ， 
故 1 与 p 互 系 , 即 1=jip+tiK=0 pl1t=1 ,0D-1 即 G 有 
pp2(p 一 1) = psp 一 1) 个 阶 元 . 故 G 中 阶 元 的 个 数 为 


mp(p—1)-(p -1)-1=p -p= pp 1). 


IV.， 计算 G 中 yp? 阶 循环 子 群 的 个 数 . 
每 个 p? 阶 循环 子 群 中 有 p(p 一 1) 个 p 阶 元 . 不 同 的 22 阶 循环 子 群 不 可 能 
有 相同 的 p? 阶 元 . 故 G 共有 


pp 一 1 
| 一 DWD 十 ]) 
个 22 阶 循环 子 群 . 
综 上 所 述 , G 有 pp 十 1) 十 1= 谊 十 p 十 1 个 p 阶 子 群 . 四 


1.10.14*. 设 G 是 nn 个 p 阶 群 的 下 和 , 问 G 有 多 少 个 极 大 子 和 群 ? 

解 记 G = Gan，tn 是 Gn 中 极 大 子 群 的 个 数 . 

I， 对 任 一 a 关 1, 5b 关 1, a, be G, 存在 G 的 自 同 构 使 x(a)=0. 

事实 上 , 存在 五 ,L < G, 使 得 (a) @ 晴 =G= (0@L. 因 为 HL G,_ 1 
故 存 在 群 同 构 x: 五 一 > 工 则 x: GG 一 ，G,， Try， 二 7', A(a) = 给 出 所 希 的 自 
同 构 . 

I.， 对 任 一 a 关 1,aeG, 记 sn(a) 为 Gn 的 包含 a 的 极 大 子 群 的 个 数 . 则 
sn(a) 不 依赖 于 a, 即 su(a) = sn(0), V1#b€G. 

事实 上 , 设 页 ,已 oa 是 G 的 包含 a 的 极 大 子 群 的 全 体 , 则 (i),… ， 
(及,,(a)) 联 是 G 的 包含 5 的 极 大 子 群 的 全 体 , 其 中 r 是 将 a 送 到 5b 的 G 的 一 
个 目 同 构 . 

以 下 志 sn(a) = sn 

亚 ， 我 们 有 (pr 一 1)t, = (pn — 1)sn. 

事实 上 , 令 M 是 G 的 极 大 子 群 的 集合 , 令 

=1{(H,a)eMxGI|H+(a)= HH}. 

先 固定 极 大 子 群 五 得 到 


9| = >, pb ee 
HeéeM 
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先 固定 元 a, 计算 极 大 子 群 太 的 个 数 , 其 中 五 + (a) = 五 . 这 个 个 数 恰 是 s。 如 
果 a 关 1. 因此 
2 让 >》 sn 一 (2 一 1)sn 十 如 . 
axlacG 

由 此 即 得 . 

IV， 我 们 有 s。 = 二 1， 

事实 上 , 令 豆 ，……, 豆 s 是 G 中 包含 固定 元 a 的 全 体 (两 两 不 同 的 ) 极 大 子 
群 , 这 里 a 承 1, s= sn 将 G 写成 


G = (a) B (71) DB.… DB (Tn_1), 


将 Hi; 写成 Hi = (a) @ Li, 1 < i gs, 其 中 工 ;是 Gn_1i= (71) 昌 …@ (zn_1) 的 
子 群 . 因为 G， 的 子 群 五 是 极 大 子 群 当 目 仅 当 |8H| = pz-1. 故 Li; 均 是 G，_1 的 
极 大 子 群 ，1 < i<s. 

对 G%_1 的 任 一 极 大 子 群 L, (a) @ 工 是 G 的 含 a 的 极 大 子 群 . 设 L,L' 是 
Gn-1 的 两 个 不 同 的 极 大 子 群 , 则 


(a) 四 了 工 天 (a) BTL. 


(否则 , 设 ye LygL, 则 y=ka+zx, xeL,kazx0. 但 G= (a) DB (71) PD.……: 
(Zn-1), L, L' < (71) ®.…@ (zn-1), 于 是 得 到 0 # ka € (a) fN((71) ®:….@ (rn_1)). 
矛盾 !) 

因此 , (a) @ 工 是 G 中 包含 a 的 全 体 (两 两 不 同 的 ) 极 大 子 群 , 其 中 工 是 
Gn-1 的 全 体 (两 两 不 同 的 ) 极 大 子 群 . 从 而 得 到 s,, = ti_1. 

综 上 所 述 , 我 们 有 递归 公式 


pl 


ME 
从 而 
PR 
A 
即 G 的 极 大 子 群 的 个 数 为 一， 


注 (1) 学 过 有 限 域 后 , 此 题 可 归结 为 p 元 域 上 m 维 线性 空间 中 n-1 维 子 
空间 的 个 数 

| 上 述 证 明 也 得 到 : 在 G 是 n 个 p 阶 群 的 直 和 ,axl aesG', 则 G 有 
一 于- 个 极 大 子 群 包含 。 
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1.10.15*. 如 采 有 限 群 G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 单 群 且 都 在 G 中 正规 , 则 G 
只 能 是 p 阶 群 , 或 2 阶 群 , 或 pg 阶 循环 群 , p，9 是 不 同 的 系数 . 

证 情形 I 设 G 至 少 有 两 个 不 同 的 极 大 子 群 Mi M2, 则 由 题 设 Mi 门 M2 < 
G. 故 Mi 门 M2 是 Mi; 的 正规 子 群 , i = 1,2. 但 M; 是 单 群 上 且 Mi 关 M2, 故 
Mi 站 Ma ={1 从 而 G = Mi x Mz. 因 Mi 极 大 , 故 G/Mi 兰 Ma 除了 {} 和 
MM 目 身 外 无 其 他 子 群 . 因此 Ms。 只 能 是 素数 阶 群 , 同 理 Mi 只 能 是 素数 阶 群 . 
此 |G| = pg, p,q 是 素数 . 于 是 G 是 22 阶 群 , 或 


GF Lp Xx Yq pq, PF9, 


即 G 是 pg 阶 群 . 

情形 工 设 G 有 了 唯一 的 极 大 子 群 M, 则 G 是 循环 p- 群 (参见 题 1.4.6). 设 
IG|=p"?, n 宕 1. 若 n>&3, 则 G 的 极 大 子 群 M 的 阶 为 p"-!, n 一 1>2, 从 而 和 M 
非 单 . 这 与 题 设 不 合 . 因此 |G|=p 或 p. 

综 上 所 述 , G 只 能 是 p 阶 群 , 或 22 阶 群 , 或 pg 阶 循环 群 . 天 


1.10.16*. 设 G = 2Zj, 四 Zr，D 是 系数 , 则 G 有 p 阶 目 同 构 . 

证 为 方便 起 见 , 将 G 的 运算 写成 乘法 , 设 G = (zx)(y). 对 任 一 数组 (i, 7) 疤 
(0,0)，0 入 17 入 Dp 一 1 取 任 一 数组 (s,t)，0 < s,t < p 一 1, 使 得 (s,t) 冯 m(i, 站 ) 
m= 二 0,.…,p 一 1. 则 

nr A 
给 出 G 的 一 个 自 同 构 . 对 于 固定 的 非 零 数组 (i, 7), 非 零 数组 (s,t) 有 (p? 一 p) = 
p(p 一 1) 种 不 同 的 取 法 . 因此 G 共有 (p? 一 1)p(p 一 1) 个 自 同 构 . 即 | Aut(G)| = 
p(p 一 1)2(p 十 1), 故 由 Sylow 定理 知 , 群 Aut(G) 有 ow 阶 元 , 即 G 有 p 阶 目 同 构 ， 
转 


1.10.17*， 设 |G| = pr*gt，p, 9 是 不 同 的 素数 . 若 群 G 没有 p 阶 自 同 构 , 则 
a 二 0 或 1. 

证 设 a 类 0. 令 I(G) 是 G 的 内 自 同 构 群 , 则 熟知 

CAD El 

由 题 设 T(G) 中 无 p 阶 元 , 故 G/2Z(G) 中 无 p 阶 元 . 因此 p 不 是 G/2Z(G) 的 因子 . 

邻 P 是 G 的 Sylow p- 子 群 , 则 

(PZ(G))/Z(G) ES P/(PI NZ(G)) & G/2(G). 

因此 P= PN 站 MZ(G), 即 Pg2(G), 于 是 PJ4G. 令 Q 是 G 的 Sylow gq- 子 群 ,于 
是 1PQ|=prqs, 故 G= PQ. 因 Pg2(G), 故 Q@4G, 从 而 G=PxQ. 因 PP 是 
Abel 群 , |P| = 2p2. 
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下 证 a = 1. 否则 a > 2. 因 G 没有 p 阶 自 同 构 , 由 题 1.10.16 可 推 知 P 
无 直 积 因子 Z, @ Zr, 因此 已 必 有 直 积 因子 Zyr, n > 2, 则 G = Zr xH. 令 
Zpr 二 (7), 并 令 不 :G 一 > G，7|# =id，A(7) = x?” +1, 则 1 类 7 给 出 G 的 自 
同 构 且 x 是 p 阶 元 , 矛盾 ! 辆 


$11 小 阶 群 的 结构 

知识 要 后: 

2p 阶 非 Abel 群 (p 为 素数 ) 同 构 于 p 次 二 面体 群 D。 

设 p,q 均 为 系数 , p > g, gtp 一 1, 则 pg 阶 群 同 构 于 循环 群 Z 

8 阶 非 Abel 群 的 分 类 : 四 次 二 面体 群 Ds = (a,b | at=1= ,ba = a-1b) 
和 四 元 数 群 Qs = (a,b 2 

12 阶 非 Abel 群 的 分 类 : 交错 群 44， 六 次 二 面体 群 De = (ab 上 和 
b*, ba = 二 a-1b) 和 和 群 (a,b | as =1, b2=a3, ba = a-1b). 

1 至 15 阶 群 的 确定 . 


1.11.1. 求 Ds 和 Qs 的 中 心 Z(D4) 和 2Z(Qg). 
解 设 G 是 8 阶 非 Abel 群 . 则 Z(G) 关 1 (因为 p 群 的 中 心 非 平凡 ), 且 
Z(G)| 关 4 (否则 GJ/2Z(G) 是 循环 群 , 从 而 G 是 Abel 群 ), 因此 |Z(G)| = 2. 
对 于 
D4 = (a,bla’ = 1 = 6,ba = asb) 


和 
Qs = (a,bla® = 1,b* = a’, ba = a“b) 
均 有 
bo = aba = a3a30 = a2b. 
故 2(D4) = {1,a2}, 2Z(Q8) = {1,a2}. 四 


1.11.2. 每 一 子 群 都 是 正规 子 群 的 群 称 为 Hamilton 群 . 试 证 Qs 是 ( 非 交 换 
的 ) Hamilton 群 . 

证 Qs 只 有 一 个 2 阶 元 x, 故 2 元 子 群 必 是 (a?) 且 正 规 . 

而 Qs 的 4 阶 子 群 指数 是 2, 当然 正规 . 因此 Qs 的 任 一 子 群 均 正规 国 


1.11.3. 设 |G| = p", n> 1, 则 阶 为 p*-! 的 子 群 1 一 定 是 正规 的 . 

证 对 n 用 归纳 法 . 

右 Z(G) & 万 , 则 Z(G).H=G. 于 是 易 证 gHG-!1= H,vgeG, 即 HJ4IG. 

右 Z(G) CH, 则 五 /Z(G) < G/2(G), 而 |G/2Z(G)| < pr (p 群 有 非 平凡 的 中 
心 ), 故 由 归纳 假设 知 H/2Z(G) 4G/2Z(G), 从 而 HH24G. 加 
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1.11.4*， 确 定 所 有 互 不 同 构 的 18 阶 群 . 

解 设 |G| = 18=2.32, 故 18 阶 Abel 群 为 Z1s 和 Z6 @ Zs. 下面 确定 18 
阶 非 Abel 群 . 

G 的 Sylow 3- 子 群 五 的 指数 为 2, 故 是 正规 子 群 . 

者 且 = (qa), 9 =1, 取 2 阶 元 5b, 则 G= (aD). 设 5ap-1 = ar 则 和 
1(mod 9), 因此 r=8. 即 


bab-! = a:. 


因此 G 守 Dg= (a,b|a =1=b, ba= asb). 
下 设 H = (a) x (0), a 与 5 的 阶 均 为 3. 取 2 阶 元 c, 则 G = (abc). 今 
cac- = au:0 ,cbc-L 二 asbt. 因为 


a = c2ac-2 = caibic-! = (aibi)i(asbt)i = QE +sjpij+t 


故 
和 十 5 三 1， 7 二 办 三 0 (mod 3). 


同 理 
达 十 51 三 1，s0 十 加 三 0 (mod 3). 


首先 , 大 s=0, 即 cac-! = ob cbc-1 = bt, 则 
cbc -+=bt, cac = ba’'. 


因此 这 转化 成 ; = 0 的 情形 (将 上 式 中 5 记 为 a, a 记 成 ). 故 以 下 不 考虑 s = 0 
的 情形 , 除非 ; 同时 也 为 0. 
情形 I， 当 7=s=0 有 刀 三 1 三 万 mod 3). 因此 


(i,t) = (1,1), 或 (1,2), 或 (2,1), 或 (2,2). 


G 非 Abel 群 , 故 (i,t) # (1,1). 
(1) 设 (i,) = (1,2), 则 得 到 


如 将 5 记 成 a, a 记 成 5, 这 就 转化 成 (1). 
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(3) 设 (为 = (2,2), 则 得 到 


cac =a*, cbc!= 所. 


情形 II， 当 s 关 0,7=0 时 ,1+t 三 0, 人 2 三 1 三 万 (mod 3). 于 是 
(Si 或 ( 21) 
(1) 设 (i,t) = (1,2), 则 
cac *=a, cbc '!=asb?, 5 大 0. 
因 s 关 0, 故 s2 =1(mod 3). 于 是 
cabsc 1 = af(asb2)3 = as +102s ~ 0202s = (abs)?. 


因 s 关 0, 故 可 将 abs 记 成 5b. 则 转化 成 情形 工 中 (1). 
(2) 设 (i,t) = (2,1), 则 


将 a-5b 记 成 a, a 记 成 b, 则 又 转化 成 情形 工 中 的 (1). 

于 是 情形 I 均 转化 成 情形 工 中 的 (1). 

情形 亚 ， 设 s 冯 0,j 关 0. 

(1) 硅 j=1, 则 i+t=0, 澡 十 s 三 1 三 如 十 s(mod 3). 

(i,t) 冯 (0,0), 则 (i,t) = (1,2) 或 (2,1). 于 是 这 三 1 三 万 ,从 而 s=0, 矛 
盾 ! 因此 ;=t=0. 此 时 s=1, 即 


cac +*=b, cbc!=a0. 


这 又 转化 成 情形 工 中 的 (1) (将 ob 记 成 a, 将 ab? 记 成 已. 
( 2) 在 7=2, 则 ;+t 三 0, 妇 2 二 25 三 1 三 好 2 十 2s(mod 3). 
同 理 i= t=0, 此 时 s= 2. 即 


-1 _ ,2 


cac "=b*, cbc a“. 


将 ab? 记 成 w ab 记 成 b, 则 又 归结 为 情形 I 中 的 (1). 
综 上 所 述 , 当 G 的 Sylow 3- 子 群 为 Za @ Za 时 , G = (a,b, c), 满足 
(i) ?==1,c=1, b= ba, ca=ac, cb= bc. 


(i) ==1,c=1, = ba, ca=ac, c= bc. 
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这 两 种 情形 不 同 构 . 因为 在 (i) 中 ac 的 阶 为 6, 而 在 (ii) 中 没有 6 阶 元 . (只 
要 说 明 aibic 的 阶 不 为 6. 事实 上 ， 


(we = a (ca'c (coe) = a bt a?’b’’ = 1.) 
最 后 仍 需 说 明定 义 关系 为 (i), (ii) 的 群 确实 是 18 阶 群 


令 了 = Za x Das, 则 了 满足 关系 (i), 有 |T|= 18. 
令 5 是 53 x 5 中 由 


a = ((123),1), 5= (1,(123)), c= ((12), (12)) 


生成 的 子 群 , 则 5 的 定义 关系 恰好 为 (ii 且 15| = 18. 
综 上 所 述 , 18 阶 群 共有 5 个 : 


big, Le Ds, 
Dg= (a,b|a =1=0b,ba= a’b), 
Za x Da = (a,b,c | a = =c= 1, ba = ab, ca = ac, cb = b*c), 


S=(a,b,c|o = =c =1,ba= ab,ca= a’c,cb= bo). 车 


1.11.5*， 确 定 所 有 互 不 同 构 的 20 阶 群 . 

解 20 = 二 22 .5, 故 20 阶 Abel 群 有 两 个 , 即 Zoo 和 Zi0 9@ Zo. 下面 确定 
20 阶 非 Abel 群 . 

由 Sylow 定理 知 G 的 Sylow 5- 子 群 (a) 是 正规 子 群 . 

情形 I. 设 G 的 Sylow 2- 子 群 矿 是 循环 群 , 即 及 = (b), b 的 阶 为 4, 则 
G= (a,D). 设 bab-!=ai. G 非 Abel 群 , 故 i 只 可 能 为 2,3,4. 于 是 bab-t = a5? 
或 bab-1= 二 3 或 bab-! = at. 

奢 bab 二 3, 则 G = (a, 琅 ), 的 阶 亦 为 4, 且 


psab™3 二 ((@ 本 027 a2. 


这 就 转化 为 i = 2 的 情况 . 因此 我 们 得 到 G 由 5 阶 元 a 和 4 阶 元 b 生成 , 满足 
ba 一 Q20 或 ba = a4b. 

为 了 说 明 由 生成 元 和 定义 关系 (a,b | 5 = 1 = 5,ba = a?b) 给 出 的 群 ( 它 在 
同 构 意义 下 是 唯一 的 ) 的 确 是 20 阶 群 ( 它 最 多 20 阶 ), 令 了 是 55 x Za 中 由 


a = ((12345),1) 和 b= ((2345),a) 


生成 的 子 群 , 则 工 是 20 阶 群 且 满足 上 述 关 系 . 因此 了 的 定义 关系 惑 定 上 述 关 系 . 
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为 了 说 明 由 生成 元 和 定义 关系 (a.6 | a5 二 1 二 WY,ba = a4b) 给 出 的 群 ( 它 在 
同 构 意 义 下 是 唯一 的 ) 的 确 是 20 阶 群 ( 它 最 多 20 阶 ), 令 5 是 55 x Z4 中 由 


a = ((12345),1) 和 = ((12)(35), on) 


生成 的 子 群 , 则 5 是 20 阶 群 昌 满 足 上 述 关系 . 因此 5 的 定义 关系 就 是 上 述 关 系 . 

注意 5 与 7 不 同 构 : 在 S$ 中 有 中 心 元 刀 , 但 是 工 无 非 平 凡 的 中 心 元 (否则 
设 为 oD, 则 woa = aaitD, 即 Wa = abi, biab-i 二 a, 这 推出 7=0. 但 ai,i 关 0 
不 是 中 心 元 .). 

情形 1. 设 G 的 Sylow 2- 子 群 矿 是 (b) x (c), 其 中 2 与 c 的 阶 为 2, 则 
G = (a, b,c). 

设 bab-t = 二 ai, 则 

_&= bab™* = ai 

故 和 这 三 1(mod 5). 故 i=1 或 4, 即 bab-!1=a 或 bab-! = a4. 同 理 cacr1=a 或 


cac™! = at. 


因为 G 非 Abel 群 , 故 只 有 以 下 三 种 情况 . 

(1) bab-*=a, cac !=at. 

(2) bab-!=a*, cac -t=a@. 

BB) ar 0 cu = 

显然 情况 (2) 化 为 (1) ( 记 45 为 c,c 为 5b). 而 对 于 情况 (3) 有 

bca(bce) © = bcac™ bt = batb t= (bab- 1!)t = (gat)t = a = a. 

因此 这 一 情况 也 转化 为 情况 (1) ( 记 bc 为 b,c 为 c). 

因此 我 们 得 到 G 是 由 5 阶 元 a 和 2 阶 元 b 和 < 生成 , 满足 


bab = a,cac = at. 


令 zZ=ab 则 zz 的 阶 为 10, 且 ze=az5 一 1 于 是 G = (zx,c) 满足 z10 =1= c2， 
czZce 开 一 0a 纪 一 22. 于 是 
GSDio=(zclz =1= ec,cr= 7 = Ds x Zo. 
注意 到 Dio 无 4 阶 元 ， 故 不 同 构 于 省 也 不 同 构 于 5. 综 上 所 述 ， 20 了 和 群 有 

人 

220， 10 BZ2, 

T=(ab|ao =1=0,ba=ab)= (a,b|a =1= 6,ba= a3b), 

S=(ab|a =1=b,ba=ab)= (a,b|a' =1,b = as,ba= ab), 


Dio= (a,b | a =1= 6b,ba = ab) Ds x 2. 本 
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1.11.6*， 议 p, g 和 是 两 个 系数 , p < 9. 试 证 : pg 阶 非 Abel 群 G 一 定 可 以 由 下 
述 生 成 元 和 定义 关系 给 出 : 


G=(a,b|a?=1= ,a ba = 0"), 


其 中 r? = 1(mod g), g 不 整除 7 一 1，p 整除 g 一 1. 
证 G 的 Sylow g- 子 群 的 个 数 N(g) = kg 十 1 且 N(gq)lp. 故 N(q)=1, 即 
Sylow 9- 子 群 (b) 正规 . 记 (a) 是 G 的 Sylow p- 子 群 , 于 是 


aba =0b", re{l,...,g—1}. 


因为 (a) 必 ) 的 阶 是 pg, 故 G = (Qa) (0), 即 a,b 生成 G. 因此 7r 关 1 (否则 ,ab = pa， 
G 是 Abel 群 ). 又 因 


b=arba ?=b", 


改 7? 三 1(mod g). 注意 到 (a) 不 是 正规 子 群 (否则 G = (a) x (5) 是 Abel 群 )， 
此 Sylow p- 子 群 的 个 数 N(p) = kp 二 1=g, 即 plq 一 1. 
于 是 G 是 由 a,b 生成 , 满足 


a? 二 1 二 09, a ba 二 0", 7r? 三 1 (mod g), g 不 整除 7 一 1,p 整除 gq 一 1. 


上 面 当 然 是 定义 关系 , 这 是 标准 的 方法 . 事实 上 , 令 五 = (zx,y) 是 目 由 群 , 并 
令 T: 玉 一 > G 是 由 x(z) =a,7(y) = 给 出 的 群 同 态 . 则 


Ker xr 2 (x?,y,r ‘yry =K, HGESF/KerT. 


IF/K|=|F/Ker x| |Ker xr/K|= pq|Ker x/K|, 又 因 F/K 中 的 元 形 如 


i 


zp, 0<igp—1,0gjggq—1, 


故 |F/K| < pq 从 而 |Ker xr/K| = 1, 即 KK = Ker x， 这 表明 上 述 关 系 是 定义 

关系 . 加 
注 ”此 题 只 是 说 大 G 是 pg 阶 非 Abel 群 , p < q, 则 G 的 生成 元 和 定义 关系 

如 上 . 但 上 述 证 明 并 没有 真正 给 出 这 样 的 群 G 的 存在 性 , 这 一 点 需要 注意 . 


1.11.7*， 设 p 是 奇 素数 , 试 证 pa 阶 非 Abel 群 G 可 以 由 下 述 生 成 元 和 定义 
关系 给 出 : 

(1) G= (a,b|ar =07=1,b 1lab=ait?,. 

(2) G= (a,b,c|a?=WP=c=1, ac= ca, = be, ab = bac). 
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证 情形 工 设 G 不 含 22 阶 元 , 因 G 非 Abel 群 , 故 Z(G) 是 p 阶 群 . 
G/2Z(G) 十 2” 阶 群 且 非 循环 群 . 设 G/2Z(G) 兰 (a6) @ (9), 其 中 6 与 b 的 阶 均 是 yp. 
G 不 含 2 阶 元 , 故 a 与 b 的 阶 均 是 p, 且 


a blab=ce Z(G). 
因为 a,b, Z(G) 生成 G, 故 c 关 1, 从 而 Z(G) = (©). 于 是 a,b,c 生 成 G 且 
a 0 se 1 vs 00scb ube 0: 
下 证 上 述 关 系 就 是 G 的 定义 关系 , 这 是 标准 的 方法 . 
设 下 = (zx,y,z) 是 目 由 群 . 令 :FF 一 > G, "(7z) = a, 7(y) =b, 7(2)=c 
为 群 同 态 . 则 Ker 7 2 (x?,y?,z?, X27 iz lyzy lz lr liy iryz-') = 天, 且 


GF/KerT”. 
IF/K|=|F/Ker "| |Ker x/K|= P|Ker x/K|, 又 因 F/K 中 的 元 形 如 


TZ, i, j,k Ee{0,1,...,p— 1}. 


故 |F/K| < p3, 从 而 Ker r = KK. 即 上 述 关系 是 定义 关系 . 

情形 I: 设 G 含有 p? 阶 元 a， 由 题 1.11.3 知 , 4 = (a) 是 G 的 正规 子 
群 , 故 G/(a) = (0 是 p 元 群 。 因 此 b 不 属于 4，tP€ 4. 设 0iab = ar， 
rE€{1l,...,p— 1}. a, b 生成 G，G 非 Abel 群 , 故 7 关 1. 易 证 


b ‘ab'=a’”. 


又 a=b-?abP 二 a”, 故 7r?=1(mod pp?). 因 (7,p)=1, 故 7r?-!=1(mod p), 从 而 
r? = 7(mod p). 

因此 7+=1(mod p). 记 7=1+tp,te{l,..……,p—1}. 

(t,p) = 1, 故 存在 j 使 得 jt = 1(mod p). 从 而 


biabi = ar = a(lttp) ~ altitp ~ alt?. 
因 (j,p) = 1, 故 Ww 也 不 属于 4. 用 w 代 鸭 b, 则 有 
a? 二 1,b 不 属于 A,b? e A,b-lab = alt?. 


设 BP = as. 因 》 的 阶 不 能 是 z, 即 5 的 阶 为 p 或 户 , 故 P= as 的 阶 是 p 或 1. 
于 是 s 是 pz 的 倍数 . 令 P= a*?, 则 由 aib = batit?% 知 


(ba “)? = p(t (tp 
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十 1)2 一 1 
因 1 二 (1 十 p) 十 (1 十 p)? 十 :… di 


(ba-*)? = bra-“P 二 1. 令 c= ba-*, 则 cc 不 属于 Ah. 

于 起 二 1 ww 一 a 人 = 二 art?. 从 而 G 由 阶 元 a 与 p 阶 元 
c 生成 , 满足 ac = cal 

令 FF= (7,Y) Pe 并 令 T: 下 一 G 是 由 (zx) = a, x(y) = ec 给 出 的 
满 同 态 . 则 Ker r 2 (ZP ,WP, Tyr (ttp)y-1) 二 KK 有 昌 G 汪 FF/Ker 7;. 类 似 于 情形 
可 知 Ker 7 = K, 即 上 述 关系 是 定义 关系 . 图 

注 要 说 明 上 述 关 系 真 的 定义 了 p3 阶 非 Abel 群 , 还 要 举 出 具体 的 例子 . 


812 可 解 群 和 须 零 群 


三 D (mod 22)， 故 


tn 商 群 可 换 的 条 件 ; 对 称 群 5,, 和 交错 群 A,, 的 换 位 子 群 . 

可 解 群 的 定义 与 性 质 ; 可 解 群 的 等 价 定义 ; S。 是 可 解 群 当 且 仪 当 n < 4; 4， 
征 可 解 群 当 且 仅 当 六 4. 

医 雪 群 的 定义 、 例 子 、 性 质 . 


1.12.1. 设 IW(G) 是 G 的 内 自 同 构 群 , rw)(G) 是 TD0(G) 的 内 自 同 构 群 
试 证 : G 征 才 零 群 当 且 仅 当 存在 郊 > 1 使 得 I"(G) = {1}. 

证 7TG(G) 兰 G12Z(G)， 

7%(G) = TO(G)) Ss VG)/2(7YW(G)) = (G/2(6))/(2(G/2(6))) = 
CI EN 

归纳 可 证 1 (G)  G/2,(G). 因此 , G 需 零 二 > 存在 n > 1 使 得 Z(G) = 
G < 全 存在 .n > 1 使 得 IW(G) = {1}. 加 


1.12.2. 设 a 和。 是 有 限 帘 零 群 G 的 两 个 元 , a™ = 67 = 二 1 且 (m,n)=1. 试 
证 ab = ba. 

证 ”有限 寡 零 群 是 其 Sylow 子 群 的 直 积 , 故 G = G1 x .… x G4, 其 中 G; 是 
除 为 Di 的 Sylow 于 群 ,=1.t 设 wa 1 AQAKb, ol(a) 的 杂 因 子 为 {p1,..* ,ps}. 
a™" 二 1=09, (m,n) 二 1, 故 (o(Q),o(b)) = 1, 从 而 s <t 且 o(b) 的 素 因 子 含 于 
{ps+1,.** ,pi}. 邻 万 =GI xX:..xGs,K=Gsrx.…XG, 则 ae HH,be K. 于 
是 ab = ba. 本 


1.12.3. 设 G 是 有 限 需 零 群 , 试 证 : 

(1) 如 条 {1} 冯 N44G, 则 NNM2(G) {1}. 

(2) 设 G 是 非 Abel 群 , 4 是 G 的 正规 子 群集 合 中 的 极 大 元 , 且 4 是 Abel 
群 , 则 Ce(4) = 4. 
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证 ” (1) 因 G 是 有 限 窜 和 零 群 , 故 G = 2(G), 故 WP 2a(G) = N. 下 证 
N[{\Zn-1(G) 天 {1}. 

vnE€EN,gE€EQG, 因 元 <cCG/Z 1(G 上 鞋 Zs (G LA 1(G 下 一 Z(G/Zn_1(G)), 故 
ngn -1g +ENNMNZn_1(G). 夺 N 门 Zn_1(G)= {1), 则 ne 2Z(G), 即 NN < 2Z(G). 
从 而 NN 站 Zn_1(G) = NN # {1}. 

继续 这 个 过 程 可 得 到 N 门 Z(G) {1}. 

(2) 4 是 Abel 群 , 故 4 < Ce(4). 下 证 Ce(4) 是 G 的 正规 子 群 . 
Vg EG, be Ca(A)，z € 4, 要 证 


gbg -x 二 xgbg ~*， 即 要 证 gbg i'zxgb 'g tz-*=1. 


4 是 G 的 正规 子 群 , 故 g-!zxg 与 b 可 换 . 从 而 有 


big iz —1 1 一 上 一 上 —1 = 


gb(g xg) =g(g zg)bb 9 zx =72gg 7 

4 是 G 的 正规 子 群集 合 中 的 极 大 元 , 故 Ce(4) = G 或 Cc(4)=A4. 和 大 
Cc(A) = G, 则 4 < 2(G). 从 而 Z(G) = 4 或 2Z(G) = G. 但 G 是 非 Abel 群 ， 
故 Z(G) = 4A. 因 G 是 非 可 交换 的 蜂 零 群 , 故 Zo(G) 严格 包含 Z(G) = 4. 从 而 
2Z2(G) = G, 即 G/4 是 Abel 群 . 但 因 4 是 G 的 正规 子 群 集合 中 的 极 大 元 , 故 
G/4 无 非 平凡 的 子 群 , 即 G/A 是 素数 阶 循环 群 , 从 而 G 是 Abel 群 . 矛盾 ! 因此 
必 有 Ce(4) = 4. 圈 

注 ”由 上 述 证 明 可 知 : 若 G 是 非 Abel 群 , 4 是 G 的 极 大 子 群 , 且 4 是 Abel 
群 , 则 Cec(4) = A. 


1.12.4. 设 a,b 是 群 G 的 任意 两 个 元 . 如 果 a,b 和 它们 的 换 位 子 [a,0| 可 交 
换 , 则 对 任意 整数 m 和 n, [a™, 57] = [a, 9]™” 

证 前 先 , 对 n 用 归纳 法 证 明 [a,b”] = [a, 9]". 

利用 ab = [cba 可 知 


[oa, 妇 ] = ab"a- lb " = ab"-liba- ib" 
= [0 0 Mb" aba tb ™ = ob" 1]b" a, bo" 
CA i 
= [a,b]” [a,b] = [a, 0]". 
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再 对 m 十 n 用 归纳 法 证 [om, nz] = [a, 可 mm 


la™, b"] Ec arbrao-mo-n aar -tipoa-mb-n 
ey ala™, "loo Go mon 本 Cun blab"a- ib-” 
ee bn b"][a, 2 二 [a, 让 Ge 


| 0 属 


1.12.5. 设 4, B 是 群 G 的 两 个 子 群 , [4, B] 表示 由 {a,0]|ae Ah,be B} 生 
成 的 群 , (4, By 表示 由 A(JB 生成 的 群 . 试 证 : 

(1) [4,B] < (4,B). 

(2) 4<G 当 且 仅 当 [4,G] < 4. 

(3) 如 果 BJI4G 且 B<A4, i A/B < Z(G/B) 当 且 仅 当 [4,G] < BB. 

证 (1) 只 要 证 zx[a,b]|z-!€ [4,B], vae h,beB,xze hlJB. 基 ze 4, 则 


x[a, blz = [za, bl[z, bt € [A, BI. 


同 理 对 x € B. 
(2) 和 (3) 由 定义 可 直接 得 到 . 医 


1.12.6. 对 任意 群 G, 定义 71(G) = G, ra(G) = [G,G 
[rn_1(G), G1. 试 证 : G 是 窜 零 群 当 且 仅 当 存 在 n > 1 使 得 7%,(G) = {1}. 
证 ”由 定义 知 2Z1[G] = Z(G)， 


Zit1(G) = {9€G|lg,G| < Z(G)}. 


特别 地 [Zi41(G),G] < 2Z;(G), vi = 1,2,.…. 
大 G 客 零 , 则 Z(G) = G. 于 是 71(G) < Z(G), 而 72(G) = [ri(G),G] < 


ri(G ) < Zn_i+1(G). 
于 古 mm(G) < Z(G), 从 而 


rat+1(G) = [rn(G),G) 


八 
S 
3 
| 
人 ~ 
hh 
一 一 


有 反之, 大 rn(G) = {1}, 则 ri(G) < 2Z(G) = 21(G)， 同样 用 归纳 法 可 知 
rn_i(G) < Zi(G). 特别 地 G =m(G) < 2_1(G), 即 2 1(G) =G,G 备 零 .是 
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1.12.7. 求 二 面体 群 D;, 的 换 位 子 群 , 这 里 D, = (a,b|a"*=b=1,b-tab = 


Q 一 ) 


解 
lab,asb!| = a basbb Ia bb ta s 
=a'(Wasb i)(bia bt)a™s 
=a' (Wab ?)s(biab !) a™s 
Re A 
Qtsti~—s C CC 
因此 Dr = (a”). 图 


1.12.8， 试 证 : 对 称 群 $3 和 54 是 可 解 群 , 但 不 是 窜 零 群 . 

证 83 =43， 4 人 =( 站 3 一 4 Ai4= Ks， Ki=(1). 故 $3,54 是 
可 解 群 . 

GF(53) =1= 2G(94), 故 53, 5S4 非 才 零 . 者 


1.12.9. 设 N44G. 如 果 N 和 G/N 均 为 寡 零 群 , G 是 否 为 寡 零 群 ? 
解 ” 否 . 例如 , 5Ss 的 正规 子 群 A 窜 零 , 593/4s 震 零 , 但 953 非 才 堆 . 加 


1.12.10. 设 N < 2Z(G), 斌 证: 如 果 G/N 为 容 零 群 , 则 G 为 虹 零 群 . 
证 ”注意 到 Z(G/N) = Zn(G)/N, 这 里 NN < Z(G). 因此 ,大 Z(G/N) = 
G/N, 则 Z(G) = G. 昭 


1.12.11. 设 G = 54, 试 证 G/CG42) 宕 53. 
证 ”54=A14， SP2) = Ks S54/Ks 是 非 可 交换 的 6 阶 群 , 因此 5S4/Ks s 
93. 上 


1.12.12. 设 4 是 群 G 的 循环 的 正规 子 群 . 试 证 A 和 G' 按 元 可 交换 , 即 对 
任意 ae 4.zEG' az = za. 

证 设 4=(w. veG, 设 9rtlao = a"9. 要 证 aghg-1ih-* = ghg-'h-'a, 
Vg,h E G， 即 要 证 1-19grlago = g-th-tahg， 即 h-la™9)h = glang， 即 
an(gjmh) 二 ant9) 这 当然 是 正确 的 . 敬 


1.12.13， 设 a 是 群 G 的 一 个 自 同 构 . 如 果 对 任意 ge G, gla(9) € 2Z(G)， 
则 对 导 群 G' 的 任意 元 a, a(a) = a. 
证 glia(g) € Z(G), 故 a(g) = gc c € Z(G). 因此 对 vg,h € G, 存在 
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cl,cz € Z(G), 使 得 


a(ghg hh )= a(g)a(h)a(g) a(h)™ 
= gcihczcr gc 'h-! 


=ghg h 
即 a 在 G' 上 为 恒 等 映 射 . 加 


1.12.14. 设 p,g,r 和 是 三 个 素数 ， 不 一 定 不 相同 ， 试 证 : pgr 除 群 是 可 解 群 . 

证 育 先 , p3 阶 群 可 解 . 其 次 , pg 阶 群 可 解 (p 关 9). 接 下 来 , p2d 阶 群 可 解 . 

现在 设 |G| = pg9:7,p >9q >7. 只 要 证 G 非 单 (这 NAG,NA(),NG, 
则 由 归纳 假设 NN 可 解 , G/N 可 解 , 故 G 可 解 ). 

否则 , 设 G 单 . 则 Sylow p- 子 群 的 个 数 为 qr, Sylow d- 子 群 的 个 数 为 pr 或 
p, Sylow 7- 子 群 的 个 数 为 pq, p 或 g. 无 论 哪 种 情形 , 均 有 了 矛盾 : 


IG|>gr(p—1)+p(g—1)+a(r—1)+1 
=pqr+pqg—p—g+1l=pgr+(p—1)(g—1) 
> pgqgr. 加 


注 事实 上 , 由 本 题 的 证 明知 , 若 p, gq, 7 是 三 个 素数 (不 一 定 不 相同 ), 则 por 
阶 群 非 单 . 


1.12.15. 有 限 群 G 是 可 解 群 当 且 仅 当 G 的 合成 因子 均 是 素数 阶 循环 群 . 

证 者 G 的 合成 因子 均 是 素数 阶 循环 群 , 则 易 知 G 可 解 . 

反之 , 设 G 可 解 .考虑 G 的 合成 列 , 则 每 个 合成 因子 Gi/Gi+1 均 是 单 群 . 
G 可 解 ， 故 作为 G 的 子 群 的 商 群 Gi/Gi+l 也 可 解 , 从 而 Gi/Gil 的 导 群 应 严格 
小 于 Gi/Gir1, 故 它 只 能 是 {1}. 从 而 Gi/Gi+l 是 Abel 群 . 又 Gi;/Gi41 单 , 故 
Gi;/Gi+1 只 能 是 素数 阶 的 循环 群 . 于 


1.12.16. (1) 求 5 的 导出 列 、 合 成 列 和 合成 因子 . 
(2) 求 四 元 数 群 Qs 的 所 有 合成 列 
解 (1) 导出 列 : S4 As Ke {1}. 
合成 列 : Ss A4 > Ka Zo {1}. 
合成 因子 : Zo, Z3 ,2Z2, 2Z2. 
(2) QsP (a) (a) {1}, 
Qs > (b) > (a”) DP {1}, 
Qsg D> (ab) p> (a*) {1}. 


~ 
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1.12.17. 设 G 是 ps 阶 非 交换 群 , p 为 素数 . 则 Z(G) = G1. 

证 因 G 有 非 平 凡 的 中 心 且 非 可 换 , 故 1<12(G)| <p3. 又 12(G)| 头 22 ( 否 
则 GJ/2Z(G) 是 循环 群 , 从 而 G 可 换 ), 故 |Z(G)| = p. 于 是 G/2Z(G) 是 22 阶 群 , 从 
而 可 换 . 于 是 G(W Cc 2Z(G). 但 GOW 关 {1} (否则 G 可 换 ), 因此 Z(G) = GD. 是 


1.12.18， 求 对 称 群 S。 和 交错 群 4。 的 导出 列 . z 

解 设 n>5. 因 5;,/4, 半 Zo, 故 4 2 SW 但 4 (n > 5) 是 单 群 , 故 
S = 4 或 8 = {1}. 又 5 不 是 可 换 群 , 故 S49 = 4 同 理 4 人 Y = 4 

因此 , 当 n > 5 时 , 5; 的 导出 列 为 5S, > An > An 世 

A 的 导出 列 为 4, > 4 忆 …. 

S54 的 导出 列 为 5S4 > A4 > Ka > {1}. 

44 的 导出 列 为 A4 > Ka > {1}. 

Ss 的 导出 列 为 53 > As > {1}. 

43 的 了 村 出 列 为 A3 > {1}. 可 


1.12.19， 阶 为 系数 震 的 群 G 是 可 解 群 . 

证 设 IG| = p”, nz 1. 对 7 用 数学 归纳 法 . 奋 m =1 则 G 是 素数 阶 循环 
群 , 从 而 是 可 解 群 . 设 n> 1. 因 G 的 中 心 C(G) {1}, 故 G/C(G) 的 阶 为 pm 
m < n. 由 归纳 假设 G/C(G) 是 可 解 群 . 又 C(G) 是 Abel 群 , 从 而 是 C(G) 可 解 
群 . 于 是 G/C(G) 与 C(G) 均 是 可 解 群 , 从 而 G 是 可 解 群 . 二 


1.12.20， 对 于 有 限 群 G 来 说 , 下 述 命 题 等 价 : 

(1) G 是 可 解 群 , 即 有 正 整 数 ”使 得 G( = {1}), 其 中 GW 是 G 的 第 ”次 
导 群 . 

(2) G 有 终止 于 {1} 的 正规 群 列 , 即 存 在 G = Go> GiP>…PGm= {1}, 且 
Gi < G, 1 < i < m, 使 得 每 个 因子 群 G;_1/Gi 均 为 Abel 群 ,1 <i<m. 

(3) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 即 存 在 G = Go GiP…P Gm = {1}, 
使 得 每 个 因子 群 G;_1/Gi; 均 为 Abel 群 ,1 <i<m. 

(4) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 使 得 每 个 因子 群 均 为 素数 阶 循环 群 . 

(5) G 有 终止 于 {1} 的 次 正规 群 列 , 使 得 每 个 因子 群 的 阶 均 为 素数 需 ， 

证 (1) 一 > (2): ” 取 导 出 列 . 
(2) 一 > (3): ”显然 . 
(3) 一 (4): 由 有 限 Abel 群 的 结构 定理 可 推 知 . 
(4) 一 > (5): 显然 . 
(5) 一 (1): 阶 为 素数 寡 的 群 是 可 解 群 . 由 题 设 , G 是 可 解 群 借助 可 解 群 的 
反复 扩张 , 故 G 是 可 解 群 . 加 
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注 (1) 上 述 (4) 中 的 次 正规 群 列 不 可 以 改 为 正规 群 列 . 
例如 54 有 次 正规 群 列 


Sa Asp Kar Zo {1} 


使 得 每 个 因子 群 均 为 素数 阶 循环 群 , 但 却 没 有 终止 于 {1} 的 正规 群 列 使 得 每 个 
因子 群 均 为 素数 阶 循环 群 . 

(2) 上 述 (5) 中 的 次 正规 群 列 可 以 改 为 正规 群 列 . 不 过 , 证 明 要 长 得 多 , 需 
要 用 到 特征 单 群 的 概念 与 方法 . 此 处 从 略 . 
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81 基本 概念 

知识 要 点 : 

环 、 交 换 环 、 环 中 ( 左 、 右 ) 零 因 子 、 整 环 、 除 环 (或 称 为 体 )、 域 的 定义 ; 环 
的 便 单 性 质 ; 环 的 基本 例子 : 数 环 、 剩 余 类 环 、 和 矩阵 环 、 多 项 式 环 、 加 法 群 的 自 同 
态 环 、 群 环 、 四 元 数 体 ; 环 同 态 与 环 同 构 ; 环 的 自 同 构 群 . 

注 本 书 中 环 未 必 有 单位 元 (或 称 为 么 元 ). 有 单位 元 的 环 以 下 称 为 含义 环 . 


2.1.1， 议 4 是 Abel 群 , End(4) 是 群 4 的 全 部 自 同 态 作 成 的 集合 . 对 了 
g € End(A) 定义 


(f+g)(a)= f(a)+g(a), (fg)(a)= f(g(a)), vaeAh. 


则 End(4) 对 于 上 述 运 算是 含 么 环 . 
证 由 定义 直接 验证 , 其 中 End(4) 的 零 元 是 零 映 射 , 单位 元 是 恒 等 映 射 . 国 


2.1.2.，(1)* 举例 表明 含 么 环 中 , 一 个 左 可 道 元 可 以 具有 多 于 一 个 左 道 . 
(2) 如 采 a 是 含 么 环 中 左 可 逆 元 , 并 且 a 不 是 右 零 因子 , 则 a 只 有 唯一 的 
左 逆 . 
证 (1) 令 A 是 无 穷 实 数列 {Qo0, a1, a2, 人 } 的 集合 ， 则 4 对 于 分 量 加 法 作 
成 Abel 群 . 考虑 4 的 自 同 态 环 End(4), 记 为 R, 则 R 有 单位 元 id. 令 reRR 为 
右 平移 变换 , 即 
r({tao, al a2 有 三 {0,aoal 上 
令 Le RR 为 左 平移 变换 , 即 
l({a0, Qa1,Q2,..*}) = {a1, 02,a3,..*}. 
令 /0 :4 一 4 是 由 


lo({a0, Qa1,a2,.……}) = {a0 + a1,02,a3,...} 


给 出 的 变换 , 则 fo s R. 显然 有 1r = id = lor, 即 1 和 1 均 为 左 可 道 元 > 的 左 逆 ， 
且 1z1o. 
(2) 由 定义 直接 反 证 . 加 


2.1.3， 设 a 是 环 R 中 非 零 元 , 求证 : 
(1) a 不 是 R 中 左 零 因子 当 且 仅 当 由 等 式 ab = ac 其 中 b,c € RR 可 推出 
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二 

(2) a 不 是 R 中 右 零 因 子 当 且 仅 当 由 等 式 ba = ca, 其 中 b,c € R 可 推出 
De 

证 由 定义 直接 推 证 


2.1.4. 设 交 > 2 为 正 整数 , 求证 : 

(1) 环 ZZ 中 元 a 可逆 当 且 仪 当 (a,n)=1. 

(2) 硅 p 为 素数 , 则 Z, 是 域 ; 大 n 不 是 素数 , 则 Z,。 不 是 整 环 . 

证 (1) (a,n) = 1 当 且 仪 当 存在 整数 1 和 mm, 使 得 la 十 mn = 1; 当 且 仅 当 存 
在 整数 1 使 得 在 Z, 中 , 1a=1; 当 且 仅 当 五 在 Z。 中 可 道 . 

(2) 第 一 个 结论 由 (1) 即 知 . 

设 n 不 是 素数 , 则 存在 大 于 1 的 整数 s,t, 使 得 st = n. 于 是 50 关 t, 而 
疆 二 0. 从 而 2 不 是 整 环 . EE 


2.1.5. (1) 决定 环 Z[vV-1 | 的 单位 群 , 证 明 此 环 为 整 环 但 不 是 域 . 

(2) 对 于 环 ZIV-3 ] = {a 十 bvV-3 | a,be Z} 做 同样 事情 . 

证 (1) 看 (ac+ 的 (ec+di) = 三 1 则 (ao 十 好 )(c2+d2) = 二 1,a, b,c, dE Zz. 从 而 
a 二 土 1,b = 0; 或 者 a = 0,b= 土 1. 因此 2Z[V-=-H 的 单位 群 为 {1, 一 1,i, 一 i} = 人. 

(2) 同 理 可 知 ZIV-3 ] 的 单位 群 为 {1, 一 1}. 图 


2.1.6. 设 R 和 5 均 为 含 么 环 ，f : R 一 5 为 环 的 满 同 态 . 则 
(1) f (lr) = 1s. 
(2) 设 0s 关 1s, 如 果 aeU(R), 则 f(a)eU(5), 并且 fa-D = f(a)-1. 


证 ”由 定义 直接 推 证 . 注意 (1) 中 要 用 到 /是 满 射 的 条 件 . 区 
2.1.7， 设 G 是 乘法 群 , R 为 环 . 定义 集合 RIG| = { Dr | ro E R, 并 且 
gEG 
只 有 有 限 多 个 rm 闻 上 规定 RIG] 中 两 个 元 \ rug 和 5- tog 相等 当 且 仅 当 
9EC gEG 


ry 二 tj, VY g € G. 在 集合 RIG] 上 定义 


> 799 十 > tgg = bl 十 如 )9， 


gE€G gE€EG gE€EG 


BE") BE") -EE) 


(1) RIG] 对 于 上 述 加 法 和 乘法 作成 环 (叫做 群 G 在 环 R 上 的 群 环 ). 
(2) RIG] 是 交换 环 当 且 仅 当 R 是 交换 环 且 G 是 Abel 和 群 . 
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(3) 看 环 R 有 单位 元 1;, 而 群 G 的 单位 元 为 e, 则 le 是 群 环 RIG] 的 
么 元 ， 

(4) RR 可 以 目 然 地 看 成 是 RIG] 的 子 环 . 

(5) 设 G 是 有 限 群 , R 是 交换 环 . 求 群 环 RIG| 的 中 心 Z(RIG]). 

(6) RIG| 是 否 为 无 零 因 子 环 ? 

证 (1) 一 (4) 由 定义 直接 推 证 . 

(5) 令 S = 》 zgr-!, Sg 一 》 h， 其 中 [g] 表示 g 所 在 的 共 思 de 类 . 注意 

TEG helgl 

到 5, = [G : Ce(g)]s,. 

由 定义 易 证 : 2Z(RIG]) = RS,, 十 RS,, 十 .… 十 RS,,, 其 中 {91,…,g:} 是 G 
的 共 斩 类 的 一 个 代表 元 系 . 


(6) 因为 
>,9(1-h)=(1-h) > ,9g=0,vheG, 
gEG gEG 
故 当 G 关 {1} 时 , 1 一 h 与 》 9 均 为 G 的 零 因子 ; 而 当 G = {1} 时 , RIG] 是 无 
EG 
零 因子 环 当 且 仅 当 R 是 无 零 因子 环 加 


2.1.8，(1) 整数 环 Z 的 加 法 群 自 同 构 是 否 一 定 为 环 的 自 同 构 ? 
(2) 求 2 的 全 部 子 环 和 Aut(Z), 其 中 mm 为 正 整 数 . 
证 (1) 否 . 加 法 群 Z 的 自 同 构 群 为 Z, 而 环 Z 的 自 同 构 只 能 是 恒 等 . 
(2) Zm 的 子 环 必 为 循环 群 Zn 的 子 群 , 从 而 形 如 Zr, 其 中 > 为 mm 的 正 因 
子 . 注意 Z1 = 0. 因此 Zn 的 全 部 子 环 为 2 关 二 Z， 其 中 > 取 遍 m 的 正 因子 . 
设 TEAut(Zm), 则 7(1) = 1. 因此 x(x) = a VTE Zim. 上 Aut(Zm) = {1}. 
图 


2.1.9，(1) 求 Q 的 全 部 子 域 . 

(2) 求证 Q[V2 ] = {a 十 bV2 | a,be Q} 是 实数 域 R 的 子 域 ; 并 求 Q[V2 |] 的 
全 部 子 域 . 

(3) 求 Aut(Q[v2 1]). 

证 (1) Q 的 子 域 只 有 Q 本 丑 . 

(2) 由 定义 直接 验证 QIV2 ] 是 R 的 子 域 . 注意 Z[V2 ] 不 是 域 

QIv2 ] 的 任意 子 域 工 必然 包含 Q, 在 了 还 含有 aa+bvV2 b 关 0, 则 V2 eT 
从 而 工 = Q[vV21]. 即 Q[V2 1] 的 子 域 为 Q 和 Q[v21. 

(3) 设 n eAut(Q[v2]), 则 7(1) = 1. 因此 7 在 Q@ 上 的 限制 是 恒 等 . 设 
fr(V2) = ou 则 a2 = 2, 即 r(V2) = 土 V2. 由 此 可 知 , Aut(Q[V2|) = {id,a} 兰 Z。， 
其 中 a(a 十 bvV2) =a-bv2 va,be Q. Es 
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2.1.10*.， (1) 设 je Aut(R)，a, 6 eR. 若 a >0, 则 f(a) > 0. 从 而 , 若 
o> B, 则 f(a) > f(B). 

(2) 求 Aut(R). 

证 (1) 设 a > 0, 则 存在 8 e€ RR, 使 得 a= B62. 于 是 f(a)= (f(6))? > 0. 

(2) 设 fe Aut(R). 因 f(1) = 1, 容易 推 知 f 在 Q 上 的 限制 为 恒 等 ， 设 
7 € 到, 7 是 无 理 数 且 > > 0. 取 有 理 单调 递增 数列 {fr。} 使 得 Jim rn =7. 因此 对 


任意 大 的 正 整数 N, 存在 N' 使 得 当 n>N' 时 ,有 0<r7r 一 < 从 而 


0 < f(r) Fr) = f(r ra) <f (N) =- 


这 表明 f(r) = lim rn =7. 从 而 Aut(R) = {1}. 图 
2.1.11.， (1) 可 将 复数 域 C 周到 环 M2(R) 中 吗 ? 
Di {( 加 ec 其 中 右 为 w 的 共 办 复 数 , 求证 工 是 


一 一 一 一 


体 , 并 且 同 构 于 实 四 元 数 体 王 
证 (1) 令 o: CC 一 M2(R), 其 中 oo(a+bi) = | 4 则 c 是 环 的 般 入 . 
一 a 


十 Qll ao 十 Qa3l 
(2) 令 克 : 而 一 卫 ，T(aoe 十 ai 十 ao27 十 a3K) = “0 . 则 
一 Qo2 十 Q3lL Qo0 一 Q11 


可 再 接 验 证 r 是 环 同 构 . 图 


2.1.12. 设 为 环 , 如 果 每 个 元 a € RR 均 满足 a? = a, 则 称 RR 为 布尔 (Boole) 
环 . 求证 : 

(1) 布尔 环 R 必 为 交换 环 , 并 有 目 a+a=0r,VaeRR. 

(2) 设 U 是 一 个 集合 , 5 是 U 的 全 部 子 集 构成 的 集 族 , 即 $= {V |V CU}. 
对 于 4,B e 9, 定义 


4-- 忆 ={tcEDlceE4 cg 
A+B=(A4A- BB— A), 
A.B= ANMB. 


求证 (5, 十 ,:) 是 布尔 环 . 环 5 是 否 有 人 么 元 ? 
证 (1) 因 of+a=(a+a2=a2+a+a+a2=a+a+a+oa 故 a+a=0R， 
va E R. 
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at+b=(a+0*=a +t+abt+ba+b=at+b+ab+t ba, 故 ab 一 一 ba = ba, 
Ya,be R, 即 R 为 交换 环 . 
(2) 直接 验证 . 环 5 有 么 元 U. 


2 1.13* 试 证 ， 

(1) 有 限 整 环 必 为 域 . 

(2) 只 有 有 限 个 理想 的 整 环 RR 是 域 . 

证 (1) 有 限 整 环 中 非 零 元 的 集合 对 于 乘法 作成 一 个 满足 消去 律 的 有 限 
舍 么 半 群 , 从 而 是 群 . 因此 R 是 域 . 

(2) 只 要 证 R* = 民 -0 是 群 ; 进而 只 要 证 az =b 在 R* 中 有 解 ， Va,benR:*. 
考虑 RR 的 理想 Ra，Ra?,.…. 因 R 只 有 有 限 个 理想 , 故 存在 m < n 使 得 Ra™ = 
Ra". 从 而 存在 ce R 使 得 gam = ca". 故 b= car-™. 国 


2.1.14， 以 C(R) 表示 全 部 连续 实 函 数 f : R 一 ， 及 组 成 的 集合 . 定义 (二 
9)(a) = f(a) + g(a),(f :9)(a) = f(a) .g(a), 对 于 f,g € C(R)，a€ RR. 求证 C(R) 
由 此 成 为 含 么 交换 环 . 试问 C(R) 是 否 为 整 环 ? 是 否 有 寡 零 元 ? 决定 环 C(R) 的 
单位 群 

证 和 直接 验证 C(R) 是 有 单位 元 的 交换 环 , 但 非 整 环 . 注意 C(R) 与 End(R) 
的 区 别 . 

C( 了 ) 无 非 零 的 属 零 元 . C(R) 的 单位 群 为 {f es C(R) | f(a) 0,Va eR}. 国 


2.1.15， 设 D 为 有 限 体 , 求证 al?|1 = a, vaeD. 

证 设 D* 是 DD 的 非 零 元 作成 的 |D| 一 1 阶乘 法 群 , 则 alPI-1=1 Yae Dr 
由 此 即 得 . EE 

2.1.16， 设 G 为 二 元 群 , 试 决 定 群 环 ZIG] 的 单位 群 . 

证 设 G= {1,g}, 则 nn 二 mg eZ[G] 可 道 当日 仅 当 存在 x 十 wyg Ee ZIG] 使 得 
(n 二 mg)(z 十 yg9) = 1. 这 当 且 仅 当 齐 次 线性 方程 组 


17 十 00 三 1 
mz+ny=0 


有 整数 解 , 当 且 仅 当 mw - m2 = 士 1. 由 此 可 知 Z[G] 的 单位 群 为 {1, -1,9, -9} = 
Ka. 图 


2.1.17*. 设 a,b 是 含义 环 RR 中 的 元 , 则 1 一 ob 可 道 二 > 1 一 ba 可 首 . 
证 设 1 一 ab 的 道 元 为 c, 则 可 验证 1 十 bca 是 1 一 ba 的 首 元 . 国 
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注 在 和 =0 则 1-z 的 逆 元 为 1+z+22 十.… 十 Zn 1 因此 形式 上 ， 
可 将 1- ab 的 逆 元 想象 为 c=1+ ab 十 (ab)* 十 …, 而 将 1 一 ba 的 逆 元 想象 为 
1 十 ba 十 (ba)? 十.… 二 1 十 bca, 然后 再 加 以 验证 . 区 


2.1.18*.， (华罗庚 ) 设 含义 环 R 中 元 a, b, 1 一 ab 均 为 单位 , 则 a 一 b-! 和 
(a 一 b-1)-1 一 a-!1 也 是 单位 , 且 


((a—b7) a) i!=aba—a. 


证 因 a 一 b!1= 一 (1 一 ab)b-!, 故 a 一 b-! 是 单位 . 

用 (a 一 0-71)-! 和 a 分别 代 蔡 a 一 b-! 中 的 a 和 %。, 即 得 (a 一 61) 一 a 
也 是 单位 . 

注意 到 (ab)-1 一 1 也 是 单位 , 且 


(bia*—1) =(1—ab) :1. (*) 
事实 上 ， 


(bia —1)((1 -ab) i —1)(1 ab)= (bia :1)(1— (1— ab)) 
= ( ao 一 一 1)(ab) 三 1 一 ab， 


两 边 约 去 单位 1 一 ab 得 到 (b-1a-1 一 1)((1 一 ab)-! 一 1) =1. 同 理 有 ((1 一 ab)-!- 
1)(b-ia7 一 1)==1, 从 而 (*) 式 成 立 . 
将 (*) 式 两 边 左 乘 a-!, 得 到 (b-! 一 a)-!1= (a 一 aba)-! 一 a 下 .从 而 


((a—071) al) l= (a li-(a-aba) -a ') =(-(a-aba) ') = aba—a. 国 


注 事实 上 ,上述 (*) 式 说 明了 : 如 果 z, 1 一 7z 均 是 R 中 单位 , 则 z-! 一 1 
也 是 RR 中 单位 , 且 有 
(2 1 1) =(1—2) -1. 


2.1.19*. (Kaplansky) 含 么 环 中 某 元 奋 有 多 于 一 个 右 逆 , 则 它 必然 有 无 限 多 
个 右 逆 . 

证 设 a eR 有 多 于 一 个 右 逆 , 则 a 是 左 零 因 子 , 从 而 右 理想 了 工 = {x € 
R | az = 0} 非 零 . 欲 证 a 有 无 限 多 个 右 逆 , 只 要 证 了 是 无 限 集 即 可 : 这 是 因为 右 
b 是 a 的 一 个 右 逆 , 则 5b 十 zx, VY x eT 均 为 a 的 右 敢 . 

否则 , 设 了 = {zo0,z1,72,… ,zn}, 其 中 zo =0. 则 zia€1 了 ,i=1,2,:…,n. 
a 有 石 迎 , 故 zia Xja 0,Vi 关 j. 因此 {zia, 7x2a,:… ,znal} 是 {31, 7X2, ,Tn} 
的 一 个 置换 . 设 是 a 的 一 个 右 道 , 则 ba 关 1 ( 因 a 是 左 和 零 因子 ). 于 是 ba -1eET 
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从 而 ba 一 1 = zx;, xib = (ba—1)b=0. 但 男 一 方面 x; = TiQ, 从 而 zib = Tiab = 


2.1.20*. (1) (华罗庚 , 1949) 设 工 是 非 可 换 体 , a 是 工 中 非 中 心 的 元 , 则 工 
由 a 的 所 有 共 斩 元 生成 . 

(2) (H.Cartan-R.Brauer- 华罗庚 ) 设 工 是 体 , K 是 其 真子 体 , 上 且 K* = 
K 一 {0} 是 L* 的 正规 子 群 , 则 K 含 于 工 的 中 心 . 

证 (1) 设 xz,y 是 工 中 两 个 不 可 换 的 元 , 则 y(z 一 1) 关 (z 一 1)y, 故 y-1 郑 
(z 一 1)-y 7 (zx 一 1). 因此 


zz 人- 一) 
a 

=y rz—(r—1+1)(c—1) yy (rz—1) 

=y Ty (7-1)— (rt—1) yr—1) 
yl gp (es) 

关 


所 以 
T= (1) yy (cy zr) yr) (x) 


现在 设 Li 是 工 的 由 a 的 所 有 共 斩 元 生成 的 子 域 . ( 反 证 ) 假设 Li 关 工 , 则 
L 一 工 1 中 任 一 元 x 与 a 的 任 一 共 斩 元 y 均 可 换 (否则 , 由 (*) 式 知 ze Li. 矛 
眉 0), 于 是 L 一 Li 中 任 一 元 与 Li 中 任 一 元 均 可 换 . 

a 是 非 中 心 元 , 故 存在 z e 工 与 a 不 可 换 , 则 由 (*) 式 知 z e Li, 取 
TEL 一 1, 则 zz 4 Li. 于 是 zz 与 a 可 换 , 从 而 


(X20 a22) (a) (0) 


约 去 7， 得 到 矛盾 za = az 
(2) 若 KK 不 含 于 工 的 中 心 , 即 KK 含有 工 的 某 个 非 中 心 元 a, 则 由 (1) 知 工 
由 a 的 所 有 共 轿 元 生成 , 从 而 由 题 设 知 二 = K. 圈 


82 环 的 同 构 定理 
知识 要 点 : 


环 的 理想 及 其 构造 ; 主 理想 整 环 ; 除 环 上 的 全 和 矩阵 环 是 单 环 ; 商 环 的 构造 : 环 
同 态 基本 定理 及 其 应 用 (与 群 论 的 平行 和 区 别 ) 


人 第 二 部 分 问题 解答 


2.2.1. 环 RR 中 的 元 a 叫做 究 零 的 , 是 指 存在 正 整数 m 使 得 a™ = 0. 

(1) 硅 R 为 交换 环 , a 和 5 均 为 需 零 元 , 则 ac + 也 是 帘 零 元 . 

(2) 看 R 不 为 交换 环 ,(1) 中 结论 是 否 仍 成 立 ? 

(3) 交换 环 R 中 知 零 元 的 集合 N 是 R 的 理想 , 且 商 环 R/N 中 只 有 0 是 震 

m+n 

证 (1) 设 am=0, b=0. 因 ab=ba, 故 (at+b)mt" = @ 
因为 或 者 ;> m, 或 者 mn 一 i 之 n, 故 aibm+n-i 二 0， 0 im 十 n， 即 
(a+b)™t" = 0. 


(2) 否 . 例如 , M2(R) 中 ( ,) 和 ( , 均 为 窜 零 元 , 但 ( 可 逆 . 


(3) 由 (1) 可 直接 推出 . 固 


2.2.2.， 设 了 是 交换 环 RR 中 的 理想 , 求证 集合 VT = {re RR | 存在 n> 
1 使 得 r* e IT} 也 是 环 R 的 理想 . 
证 ”类似 于 题 2.2.1(1) 的 证 明 . 


2.2.3， 设 尺 为 环 , 集合 Z(R) = {ce R | 对 于 每 个 re RR, rc = cr} 叫做 环 
RR 的 中 心 . 

(1) 求证 Z(R) 是 R 的 子 环 , 但 不 一 定 是 R 的 理想 . 

(2) 如 果 下 为 域 , 求证 全 矩阵 环 Mi() 的 中 心 为 {alIn | a e 了 f}, 其 中 表 
示 n 阶 单位 方 阵 . 

证 (1) 直接 验证 Z(R) 是 R 的 子 环 . 

(2) 由 线性 代数 知 , 与 域 上任 一 n 阶 和 矩阵 都 交换 的 n 阶 矩 阵 只 能 为 al， 
a Ee FP. 因此 Z(M%,(F)) = {aln |aer}. 

由 此 也 可 见 : 环 R 的 中 心 不 一 定 是 环 R 的 理想 . 图 


2.2.4，(1)* 设 R 为 含 么 交换 环 , 求证 环 M6,(R) 中 每 个 理想 均 为 形式 M,(7)， 
其 中 了 是 五 的 某 个 理想 . 

(2) 右 下 为 域 , 则 Mn(P) 是 单 环 . 

(3) 设 了 是 含 么 交换 环 RR 中 的 理想 , 求证 有 环 同 构 : M(R)/Mn(1) 宕 
Mn (R/T). 

证 (1) 设 J 是 M,(R) 的 理想 , 令 了 是 J 中 和 矩阵 的 矩阵 元 作成 的 集合 , 则 
JCSWM( 门 . 欲 证 I 是 R 的 理想 且 J = Mi(7), 只 要 证 对 任 一 a eT 和 任 一 矩阵 
单位 ei;, 均 有 aeiy € J. 
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设 ae 1, 则 存在 B = 》 busews cy 使 得 bu = a. 则 对 于 任 一 (i,j) 有 


Eis BEei 》 Dov ess Cie bivO su Ovteii 一 QCij = J 
U,V U,V 


其 中 6 是 Kronecker 符号 . 

(2) 由 (1) 即 得 . 

(3) 定义 环 同 态 x : Mn(R) 一 Mn(R/T), "(ai)) = (而 ) 其 中 937 是 ai 
在 R/T 中 的 像 , 则 7 是 满 同 态 且 Ker x = Mn(1). 从 而 由 环 同 态 基 本 定理 即 知 
Mn( R/T) SM,(R)/Mn(T). 国 


2.2.5. 设 和 五 均 是 环 R 的 理想 ,求证 : 

(1) 了 Ez 也 是 环 R 的 理想 , 并 且 五 PP C 卫 门 2. 是 否 一 定 有 112 = 荆门 12? 

(2) 五 十 了 也 是 环 R 的 理想 , 并 且 它 恰好 是 包含 I 和 J 的 最 小 理想 . 

(3) 议 古 = n2Z, 12 = m2 (n,m > 1) 是 整数 环 Z 的 两 个 理想 , 求证 : iL = 
nmz2, T+ 1 = (n,m)2Z, (LD = n,mlZ. 

证 ”所 有 的 结论 依 定义 可 直接 验证 . 一 般 地 未 必 有 五 到 = 荆门 12. 例如 , 若 
nN,m 是 一 对 不 互 素 的 正 整数 ， n= n2Z, 1 = mzZ, 则 Ll = nmZ A In, mjzZ = 
1 人 1. 图 


2.2.6. 设 f : R 一 ;5S 是 环 的 同 态 , I 和 J 分别 是 环 R 和 5 的 理想 , 并 且 
f(7) CJ. 按 以 下 方式 作 商 环 之 间 的 映射 : 


f :R/T— SS/ ,ar [Fa)]， 


其 中 , 对 于 ae R, a5=a+ 为 R/T 中 的 元 ,而 [f(a)] = /w+ 为 5S/J 中 的 元 . 
(1) 说 明 f 是 定义 合理 的 , 且 是 环 同 态 . 
(2) 了 :R/T 一 > 5S/J 是 环 同 构 > f(R)+J=5 并 且 I=f-!1(7). 
证 ”由 定义 直接 验证 . 国 


2.2.7， 设 f : R 一 5 是 环 的 同 态 . 如 果 RR 是 体 , 求证 f 或 者 是 零 同 态 , 或 
者 是 通信. 

证 设 R 是 体 , 因 Kerf 是 R 的 理想 , 故 Kerf 或 者 是 零 , 或 者 是 R. 前 者 
f 是 艇 入 , 后 者 f 是 零 同 态 . 国 


2.2.8. 设 (及 ,+,:) 是 含 么 环 . 对 于 a,be R, 定 义 a@b=a+b+1,a、b= 
ab 十 a 十 b. 求证 (R,@,©) 也 是 含 么 环 , 并 且 与 环 (R, 十 ,…) 同 构 . 
证 ”直接 验证 (R,@,©) 是 有 零 元 -1 和 单位 元 0 的 环 . 考虑 映射 


iT: (RB,O)— (Rt,), ar aa 十 | 
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则 r 是 环 同 构 . 国 


2.2.9， 求证: 

(1) 硅 有 R 是 主 理想 整 环 , 则 RR 的 每 个 同 态 像 也 是 主 理想 整 环 . 

(2) Zn = 二 Z/mzZ (m > 1) 是 主 理 想 整 环 . 

证 下 接 验 证 (1). 结论 (2) 是 (1) 的 推论 . 图 


2.2.10. 环 Z/32Z 与 环 Z/62Z 的 子 环 2Z/6Z 是 否 同 构 ? 

证 征 . 环 Z/32Z = {0,1,2} 的 单位 元 是 二 环 Z/6Z 的 子 环 2Z/62Z = {0,3,4} 
的 单位 元 是 4. 令 f :2/32Z 一 22Z/62Z, f(0) =0, f(D) =4,f(3) =5, 则 了 是 环 
同 构 . 

注 邻 g:2Z/3Z 一 2Z/6Z, g(0) = 0, 9 = 5 了 (2) =4 则 g 是 加 法 群 的 
同 构 , 但 非 环 同 构 . 图 


2.2.11. 设 厂 ,… , 太 ,…… 均 是 环 RR 中 的 理想 ,并 是 Chc...CICc... 
求证 集合 | j 也 是 环 R 的 理想 
4 三 工 
证 由 定义 直接 验证 . 加 


2.2.12*， 求证 人 = i(: 
b cc 

7 的 所 有 理想 . 

No x No x N 的 元 , T(q gz,1) 就 给 出 了 TT 的 所 有 两 两 不 同 的 非 零 理想 , 其 中 


(2 0 
rod (we) 
2 


) | a, b,c E | 征 环 M2(Z) 的 子 环 ; 试 决定 环 


为 此 , 设 I 是 7 的 非 零 理想 . 只 要 证 7 了 为 上 述 形式 . 
步骤 1. 1 和 十 了 的 非 零 理想 , 故 了 中 总 有 和 矩阵 , 其 (2,1) 处 非 零 . 设 1 是 
7 中 (2,1) 处 最 小 的 正 整数 , 则 了 中 任 一 算 阵 的 (2, 1) 处 均 属 于 1Z. 
事实 上 , 由 1 的 选择 知 , 存在 (, " ET. 设 0z (: ' <s7T 和 右 y 天 0 
C W 2 


则 有 y= gli+7r,0<r<1-1. 于 是 


00Y /00Y/z 0o\/10Y f/ooyfao Eo 

r 0)/ \0o1/\y z/\0o 0 0 g/\i1 ec/\o0 0 
从 而 必 有 7+=0, 妈 17|w. 

步 又 2， 类 似 地 可 证 : 
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(1) 设 T 中 有 和 矩阵 , 其 (1,1) 处 非 零 . 令 n 是 了 中 (1,1) 处 的 最 小 正 整数 ， 
则 了 中 任 一 矩阵 (1 1) 处 均 属 于 nzZ. 
(2) 设 IT 中 有 和 矩阵 , 其 (2,2) 处 非 零 . 令 m 是 中 (2,2) 处 的 最 小 正 整 数 ， 
则 中 任 一 矩阵 (2, 2) 处 均 属 于 mzz. 
因此 ,CC (® , 
lIZ mz 
步骤 3. 必 有 Ln, /i|m. 


事实 上 , 易 知 (! ‘eb 中 人 je 再 由 1 的 选取 易 推 知 1 | nn 


) (n,m,/) E Nox NoxN. 


n 0 / 0 m 
Im 


nb 0 
ait, rc ( ! n = q1l, m = gq2l, (gi1,92,1) E No x No x N. 


[Zs mL 

步 又 4， 最 后 证 明 I = T(gi, go,1). 

事实 上 , 由 1,m,n 的 选择 知 , 存在 了 中 的 元 (' ) 和 "pb 中 
Y 2 


”7 / cc 
0 0 0 
me | 生 
0 0 0 0 /2 
U 0 0 0 0 
同 理 ( js 人 js T 是 (外 jsrva q,q €Z. 
d 7/ 几 d d d /7 岂 


综 上 所 述 ,了 工 形 如 T(gi, gz,1). 国 


83 同 态 的 应 用 
知识 要 所: 
无 零 因 子 的 含 么 环 的 特征 ; 整 环 的 商 域 ; 环 的 直 积 ; 中 国 剩余 定理 及 其 在 “ 秘 
密 共 至 ”中 的 应 用 ; 极 大 理想 、 素 理想 及 其 关系 ; 主 理想 整 环 中 的 极 大 理想 与 非 
零 系 理想 的 一 致 性 , 


2.3.1. 设 尺 为 无 零 因 子 环 (未 必 有 单位 元 ) 且 满 足 pr = 0, Vr e RR, 其 中 pp 
为 素数 . 能 否 将 RR 能 到 一 个 无 零 因 子 的 含 么 环 5S 中 , 使 得 5S 的 特征 为 p? 
证 可 以 . 令 5 = RR@, 按 分 量 定义 其 加 法 , 并 定义 乘法 如 下 : 


(ri Kk1)(r2, ke2) = (rira + kar1 + kir2, kik2). 


由 于 Bre0 VrELR 这 个 乘法 的 定义 是 合理 的 . 则 S 对 于 上 述 加 法 和 乘法 作成 
有 单位 元 的 环 , 其 单位 元 为 (0,1) , 并 且 fr) = (x,0) 就 给 出 了 R 到 5 的 单 同 态 . 
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根据 定义 容易 看 出 S 是 无 零 因 子 环 . 图 


2.3.2.， 廊 DD 为 整 环 , m 和 n 为 互 素 的 正 整 数 , a,b5 e D， 如 果 am = bm™， 
a" = 一刀 ,求证 = 小 

证 不 妨 设 a 关 0,b 关 0. 因 (m,n) = 1 故 存在 整数 s, 上 使 得 ms 十 nt=1. 
石 s 之 0, 则 t<0. 则 


bb™s = ba™ = ba "= ab(a") = ab(b") t= ab™, 
从 而 a = 6. 奇 s<0, 同 理 可 证 . 图 
2.3.3， 设 Ri (es 了 是 一 个 非 空 的 环 族 , R= [| Ri. 求证 : 


(1) RR 为 食 义 环 < 每 个 Ri; 均 为 含 么 环 . 

(2) RR 为 交换 环 < 一 > 每 个 RR 均 为 交换 环 . 

(3) xz = (zi) 是 R 中 单位 4 全 每 个 zx; 均 为 R; 中 单位 . 

(4) 厂 RR 为 含义 环 且 了 有 限 , 则 R 中 理想 4 均 形 如 了 = [| 4;, 其 中 每 个 


EI 

4; 是 Ri 中 理想 . 

证 (1) 一 (3) 由 定义 可 直接 证 明 . 

(4) 设 4 是 RR 的 理想 . 令 4 = {zi € Ri | 存在 4 中 的 元 , 其 属于 R; 的 分 
量 为 0 则 4; 是 RR; 的 理想 ,日 A C | [ 4; 

ET 
设 z= (zi) e |][ 4i. 因 工 是 有 限 集 , 故 z = 汀 各， 其 中 去 为 第 i 个 分 量 
ET 
为 zi 其 余 分 量 为 0 的 元 . 因 zi e hi, 故 有 a; e 4, ai 的 第 i 个 分 量 为 x;， 则 
Zi 二 eiai € A, 其 中 e; 为 第 i 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 0 的 元 . 由 此 ze 4. 这 就 
证 明了 4= |[ 4; 图 
ZE 了 


2.3.4. 设 5, Ri (i E 7 卫 ) 均 为 环 R= | [Ri zi : R 一 > Ri(ie 了 ) 为 正则 投 


i€I 
射 , oj :5 一， Ri (i e 了) 均 是 环 的 同 态 . 求证 存在 唯一 的 环 同 态 o : 9 一; RR, 使 
得 对 于 每 个 ie 了 均 有 mip = gi. 
证 对 任 一 se 5S, 定义 p(s) 为 | [a: 中 的 元 , 其 第 i 个 分 量 为 pi(s). 则 p 
iET 


满足 要 求 . 唯一 性 由 mp = w 即 得 . 国 


2.3.5.， 设 Ri (i € 了 均 为 环 , 求证 : 
(1) 田 ={(zi) e [[ Ri| 只 有 有 限 多 个 mm 关 0} 是 [Ri 的 子 环 .外 RR 


I ZE i€EI i€JT 


叫做 环 尼 (i e 也 的 直 和 | 
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(2) 设 S 为 环 ， 对 于 每 个 2 E€ /, (pi RR; 一 一 均 为 环 同 态 ， T7i : R; 一 DR 
是 正则 仍 和 人. 则 存在 唯一 的 环 同 态 p : 细 Ri 一 5, 使 得 pi = pi 


iET 
证 (1) 直接 验证 . 
(2) 对 任 一 x = (zi)jier € DR 定义 p = (xi) (注意 这 是 一 个 有 限 


EJ 


i€JT 


和 ). 则 Pp 满足 要 求 . 准 一 性 由 pi 一 0 万 即 得 . 图 
注 (1) 若 了 为 有 限 集 , 则 由 定义 即 知 个 五 = ][ 
i€ET i€ET 


(2) 题 2.3.3 的 结论 对 于 直 和 均 成 立 , 其 中 第 (4) 小 题 中 了 工 是 无 限 集 也 对 . 


2.3.6， 设 卫 ,… ,1 是 环 RR 的 理想 ,并且 

(Wl 

(2) 对 于 每 个 i(1 <i<n), E(t +Ei+ lnt+. +h) = (0). 
下 RD 


证 首先 由 题 设 可 知 RR 中 任 一 元 均 可 唯一 地 表达 成 r= 二 71 十 … 十 rn, 其 


中 ri €L,1<ign. 因此 7 局 (ri1,:… ,Tn) 职 给 出 R 到 个: 的 同 构 . 国 
;一 1 

2.3.7， 环 R 中 元 e 叫做 震 等 元 , 如 果 e? = e. 如 果 e 又 属于 环 R 的 中 心 ， 
则 称 e 为 中 心 虞 等 元 . 

设 RR 是 含 么 环 , e 为 R 的 中 心 具 等 元 . 求证 : 

(1) 1 一 e 也 是 中 心 究 等 元 . 

(2) eR 和 (1 一 e)R 均 是 R 的 理想 , 并 日 R 写 eR x (1 一 e)R. 

证 ”由 定义 耳 接 验证 . 图 


2.3.8. 环 尺 中 大 等 元 el, ez 称 为 正 交 的 , 如 果 elez = 0 = eze1. 设 RR,Ri,…: 

Rn 都 是 含 么 环 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) RE Ri xx. x Ry; 

(2) R 上 其 有 两 两 正 交 的 中 心 帘 等 元 e1,:… ,en, 使 得 ei 十 … 十 en = 1a, 并 且 
eR Ri(l<ign). 

证 由 定义 耳 接 验证 . 图 


》 


2.3.9*， 设 尺 是 含 么 交换 环 , 已 …… ,Pn 为 R 的 素 理 想 而 4 为 RR 的 理想 . 
如 果 4 C PU…U Pm, 则 必 存 在 某 个 i (1 <i< m), 使 得 4 CP. 
证 不 妨 设 已 ,… , Pn 互 不 包含 , 则 (|B S20 1 Vi (否则 已.: Fe 1 二 1 … 
了 7 天; 
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Pn C 站 PB 5 Pi. 因 PR 是 素 理想 , 故 存在 PC Pj 六 ). 因此 存在 ri € 门 PP 
j#1 7 和 天? 
(MW F 二 证 
假设 4C 已 vi. 则 存在 a; € Ah, as¢4 Pl<i<m. 于 是 7 = 》 air; € 
A CP 忆 U…UPn. 从 而 存在 有 ,1 kg<m, 使 re 记 . 因为 r;eE PP，Vi 关 上 , 故 
axrk E PP. 但 PP 是 素 理 想 , 则 aj € PP 或 ri ee PP. 矛盾 | 图 


2.3.10， 试 证 : 含 么 交换 有 限 环 RR 的 素 理想 了 必 是 极 大 理想 . 
证 此 时 商 环 R/T 是 有 限 整 环 , 因此 R/T 是 域 , 从 而 工 是 极 大 理想 . 图 


2.3.11， 设 已 是 含 么 交换 环 RR 的 素 理想 ,41,.… ,A 是 RR 的 理想 . 如 果 
人 本 全 hi, 则 PP 必 等 于 某 个 4,. 


l<i<n 
证 A1.…A,n C5 [1】 4;= P， 因 PP 是 素 理想 , 故 存在 4; C P， 从 而 
li<n 
A;:CPCA;,BIP=A.,. | 


2.3.12. 设 f :RR 一 ， 5 是 环 的 满 同 态 , K = Ker f. 求证 : 

(1) 在 书 是 尽 的 素 理想 并 且 PDK, 则 f(P) 也 是 5 的 素 理 想 . 

( 2) 在 Q&Q 是 5 的 素 理想 , 则 f-1(Q) = {fae RI f(a)e Q} 也 是 RR 的 素 理 想 . 

(3) 5S 中 素 理 想 与 R 中 包含 KK 的 素 理 想 是 一 一 对 应 的 . 

将 素 理 想 改 成 极 大 理想 , 则 以 上 三 个 论断 也 成 立 . 

证 由 定义 耳 接 证 明 . 注意 到 3 的 理想 均 形 如 L/K, 其 中 工 是 R 的 包含 
K 的 理想 . 转 


2.3.13. 放 了 是 环 RR 的 理想 . 求证 R/T 中 素 理 想 均 可 写成 形式 P/ 其 中 P 
是 RR 中 素 理 想 而 且 包含 了 

将 素 理 想 改 成 极 大 理想 则 此 论断 也 成 立 . 

证 R/T 的 任 一 理想 形 如 P/ 其 中 PP 是 R 的 包含 了 的 理想 . 若 P/T 是 素 
理想 , 考虑 标准 满 同 态 x : R 一 > R/TI. 注意 到 x-1(P/7) = P. 由 题 2.3.12(2) 知 
P 是 系 理 想 . 

极 大 理想 的 情形 可 类 似 证 明 . 画 


2.3.14. 设 m > 2. 试 决 定 环 Zm = Z/]mZ 的 全 部 素 理想 和 极 大 理想 . 
解 2Z 的 极 大 理想 和 非 零 素 理想 同 为 bZZ，p 为 素数 . 因此 由 题 2.3.13 知 Zn 
的 系 理 想 和 极 大 理想 为 pzZ/mZ, 其 中 p | m. 转 


2.3.15. 设 环 R 的 加 法 群 同 构 于 有 理 数 加 法 群 (Q, 十 ), 而 乘法 则 定义 为 ab = 
0，V a,bE R. 求证 R 没有 素 理 想 和 极 大 理想 . 
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证 痛 先 , R 的 加 法 群 的 任 一 子 群 均 为 理想 . 因为 (Q, 上 +) 没有 极 大 子 群 , 故 
R 没有 极 大 理想 . 设 I 是 R 的 任 一 理想 晶 I 关 R, 则 R?2 =0CI1. 这 表明 无 
素 理想 . 图 


2.3.16.，(1) 设 尺 是 含 么 环 , 则 R 的 极 大 理想 均 为 素 理想 . 

(2) 设 RR 是 主 理想 整 环 , 则 R 的 任 一 非 零 素 理想 均 为 极 大 理想 . 

(3) 议 下 为 域 , 试问 Flz] 中 哪些 理想 是 素 理想 和 极 大 理想 ? 

证 “(1) 否则 , 设 M 是 R 的 极 大 理想 且 非 素 理 想 , 则 存在 R 的 理想 4 
和 已 使 得 4C MBCZAM4BCAM 于 是 及 = 4+M= B+M, 从 而 
R= R?=(4+M)(B+M)CAB+MCcM. 与 M 关 R 相 艰 盾 . 

(2) 设 P = (p) 是 R 的 非 零 系 理 想 .大 P SG (a), 则 a | yw, 好 p= ab,beR. 
仿 4= (a), B= (0), 则 4B = (ab) = (p) = P. 由 PP 是 素 理想 知 BCP, 即 p|b， 
即 5b == pc,ce R. 于 是 


De 06 .Ges 


即 (a) = R. 这 就 证 明了 P 是 极 大 理想 . 

(3) 因 F[zx] 是 主 理想 整 环 , 故 由 (1) 和 (2) 易 知 Flz] 的 极 大 理想 恰 是 (p(x))， 
p(X) 是 Px] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 
而 FIz] 的 素 理想 为 零 理 想 , 或 (p(z))， 其 中 p(x) 是 Fx] 中 的 不 可 约 多 
项 式 . 加 


其 中 


2.3.17， 试 证 : 有 单位 元 的 非 零 环 R 的 任 一 真理 想必 包含 于 某 一 极 大 理想 . 
特别 地 , R 有 极 大 理想 (从 而 有 素 理想 ), 

证 设 了 上 是 届 的 真理 想 , 令 9 是 玉 的 包含 了 的 真理 想 的 集合 , 则 5 非 空 
(起 码 I 在 5S 中 ), 则 5S 对 于 通常 的 包含 关系 C 作成 一 个 偏 序 集 . 设 了 是 5 的 
一 个 链 , 则 | ] 了 也 是 R 的 不 含 1 的 包含 I 的 理想 , 因此 它 是 这 个 链 的 一 个 上 


JE 了 
界 . 从 而 由 Zorn 引 理 知 S$ 有 极 大 元 M, 这 个 极 大 元 就 是 R 的 一 个 极 大 理想 , 并 
且 包 含 工 


因为 堆 理 想 是 R 的 真理 想 , 故 由 上 述 结论 即 知 RR 有 极 大 理想 . 图 
84 各 类 整 环 
知识 要 点 : 


不 可 约 元 与 素 元 及 其 关系 ; 唯一 因子 分 解 整 环 (UFD) 的 定义 ; 非 UFD 的 例 
子 ; UFD 的 等 价 刻画 ; 主 理想 整 环 (PID) 和 Euclid 整 环 (ED). 
域 是 ED; ED 是 PID; PID 是 UFD; UFD 当然 是 整 环 . 这 些 结论 的 道 均 不 
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2.4.1. (1) 设 届 为 整 环 . 奉 (p) 是 R 的 非 零 极 大 理想 , 则 w 为 不 可 约 元 . 

(2) 设 有 R 为 主 理想 整 环 . 奉 p 为 不 可 约 元 , 则 (p) 也 是 R 的 极 大 理想 . 

证 (1) 首先 , 易 知 p 关 0, pq4U(R). 设 c 是 p 的 因子 , 则 (c) 2 (p). 因 (7) 
是 RR 的 极 大 理想 , 故 (c) = (p) 或 者 (c) = R, 从 而 c 与 p 相伴 或 者 c 是 单位 . 

(2) 设 p 为 不 可 约 元 , 则 (p) 关 R. 设 了 是 包含 (p) 的 RR 的 理想 且 了 尖 (p). 
RR 为 主 理想 整 环 , 故 有 ce R 使 得 = (c) 2 (p). 于 是 有 de€ R 使 得 p= cd. 
I 关 (p), 故 c 不 与 p 相伴 . 从 而 ec 是 单位 , 即 工 = R. 这 就 证 明了 (p) 是 R 的 
极 大 理想 . 图 


2.4.2. 议 RR 为 整 环 , 则 p 为 素 元 当 且 仅 当 (p) 是 R 的 非 零 素 理想 . 

证 设 p 为 素 元 , 则 0 关 (p) 关 R. 设 I 和 J 是 RR 的 理想 且 IJ C (p). 若 
TCD J FY (p), 则 有 a (p), a eT 和 bg (p), be J 使 得 abe (p), 于 是 p|ab. 
p 为 素 元 , 故 p | a 或 p|b. 这 与 a 4 (p), b 4 (p) 相 了 矛盾 . 这 就 证 明了 (py 是 
R 的 系 理 想 . 

及 之 , 设 (p) 是 R 的 非 零 素 理 想 , 则 p 关 0, p ge U(R). 设 p | ab, 则 
(a)(b) = (ab) C (p). 因 (p) 是 R 的 素 理想 , 故 (a) C (lp) 或 者 (0) Cc (p), 即 pla 
或 者 p|b. 图 


2.4.3.， (1) 设 忆 为 整 环 . 夺 p 为 素 元 , 则 p 为 不 可 约 元 . 

(2) 设 RR 为 主 理想 整 环 . 在 p 为 不 可 约 元 , 则 p 为 素 元 . 

证 (1) 大 p 为 素 元 , 设 p=ab, 则 plab. 故 pla 或 p|b. 若 p|a, 则 有 
c ER 使 得 a = pc 于 是 p = pcb, 即 是 单位 . 同 理 , 若 p|b, 则 a 是 单位 . 这 就 
证 明了 p 是 不 可 约 元 . 

(2) 此 时 , 由 题 2.4.1(2) 知 (p) 是 R 的 极 大 理想 , 从 而 是 ( 非 零 ) 素 理 想 ( 参 
见 题 2.3.16(1)). 再 由 题 2.4.2 知 p 为 素 元 . 

以 下 给 出 这 个 结论 的 一 个 直接 证 明 . | 

厂 p 为 不 可 约 元 , 设 p| cp，p+a. 由 题 2.4.1(2) 知 (p) 是 RR 的 极 大 理想 ， 
此 (p) + (a) = R. 于 是 有 c,d € R 使 得 1 = pc+ad, 从 而 b= wcb 十 abd. 由 此 可 
见 了 | 2 画 


2.4.4. 设 a 为 主 理想 整 环 D 中 的 非 零 元 . 求证 : 阁 a 为 素 元 , 则 D/(a) 为 
域 ; 右 a 不 是 素 元 , 则 D/(a) 不 是 整 环 . 

证 者 oa 为 素 元 , 则 (a) 是 素 理想 , 从 而 (a) 是 极 大 理想 (参见 题 2.3.16(2))， 
进而 D/(a) 为 域 . 

右 a 不 是 素 元 , 则 (a) 不 是 素 理想 , 从 而 D/(a) 有 零 因子 . | 
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2.4.5， 设 民 为 整 环 , a,be RR {0}, a ~b( 即 a 与 相伴). 求证 : 

(1) 看 a 为 不 可 约 元 , 则 5 也 为 不 可 约 元 . 

(2) 夺 a 为 素 元 , 则 2 也 为 素 元 . 

证 ”由 定义 直接 证 明 . 图 


2.4.6. 设 RR 为 UFD, a, b,c 为 R 中 非 零 元 . 求证 : 

(1) ab ~ (a,b)la, 

(2) 大 a|bc, (a,5)=1, 则 a|c. 

证 由 定义 直接 证 明 . 贺 


2.4.7. 设 玉 为 PID, 求证 : 

(ww 门 人 = (lo 人 ;并 且 (a) NN(0) = (0)(b) > (a,b) = 1. 

(2) 方程 az + by =c 在 RR 中 有 和 解 (x,y) 的 充分 条 件 是 (a,b) | ec 

证 ”由 定义 直接 证 明 . 图 

2.4.8， 如 采 DD 为 整 环 但 不 是 域 , 则 D[z] 不 是 主 理想 整 环 . 特别 地 , Z[z] 不 
是 PID. 

证 设 d 是 刀 中 非 零 的 不 可 道 元 , 则 (d, 7X) 不 是 主 理想 . 否则 , 设 (dn 
(f(z)). 则 由 de (f(x)) 可 知 f(z) 是 零 次 多 项 式 , 记 为 c. 于 是 


(d, 7) = (0), cED. 
髓 由 x € (c) 可 知 c 是 D 中 可 首 元 , 从 而 (dz) = DI[zx]. 于 是 存在 g(x), h(x) € 


DI[z], 使 得 
1 = dg(x) + zh(z). 

因此 1 = dgo, 其 中 go 是 g(z) 的 常数 项 . 这 与 d 不 可 逆 相 矛盾 ! 

2.4.9. 证 明 ZIV-2] 是 ED, 从 而 是 UFD. 而 ZI[V=3 ] 不 是 UFD. 

证 和 定义 映射 p :ZIV-2] 一 > No 为 p(a 十 bV-5) = a2 十 202. 则 pl(a)=0 
当 且 仅 当 ac = 0; po(a6) = yp(a)yp(B), Ya BeZivV-3]. 设 a, 0#BeZv 1. 
令 aB-1 =2Z 二 yyV=-2<cQIv-2]. 取 abeZ 使 得 c=z-a 和 dd=y--5 满 足 

l 三 | 
oj 和 5 ldl < 3. 于 征 有 
a = (a+bvV-2)8+7, 

其 中 r= (c+dvV-2)8 e Z[V-21], 并且 


p(r) = ple+ dV -3)p(B) = (0 + 247)9(0) < (3 + 7 ) 0 
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由 定义 知 Z[V--2 ] 是 ED. 
注意 Z[V=-3 ] 中 的 单位 恰 为 土 I， 在 ZI[v-3] 中 有 如 下 两 种 不 可 约 分 解 : 
4=2.2= (1+ VvV-3)(1 — VvV—3), 
其 中 2, 1 土 V-3 均 为 Z[V=-3 ] 中 的 素 元 . 因为 2 与 1 土 V-3 在 ZIvV-3|] 中 不 
相伴 , 故 由 定义 知 Z[vV-=3 ] 不 是 UFD. 于 
2.4.10， 设 万 是 PID， 互 为 整 环 , 并 上 且 D 是 的 子 环 , a,bE D 一 {0}. 如 
果 d 是 a 和 5。 在 DD 中 的 最 大 公 因 子 , 证明 4 也 是 a 和 2 在 五 中 的 最 大 公 因 于. 
证 因为 DD 是 PID, 则 存在 xz,y e D 使 得 d=az+by. 设 dd 是 a 和 5 的 
公 因 子 且 de EB, 则 qd’ | da. 由 此 即 知 dg 也 是 在 五 中 的 最 大 公 因 子 . 轩 


2.4.11. 求 50 和 19+9 在 2f 中 的 最 大 公 因 子 . 
解 因 2Zfil 是 Euclid 整 环 , 故 其 中 两 个 元 的 最 大 公 因 子 可 用 轧 转 相 除法 求 
得 . 令 yp(a 十 抽 ) = a2 十 只 , 我们 有 
50 =(2—i)(19+9i)+3+i, wv(3+i) < vy(19+9i), 
19 十 9i 一 (6 十 i(3 十 i 十 2， p(2) < (3 十 i， 
3 十 i = 二 2 十 (1 十 i)， p(1++i) < wo(2), 
2 =(1 —i)(1+i). 


所 以 (50,19 +9i)=1+i. 


2.4.12*. 设 a+bieZi, 且 0? 十 =p,p 为 素数 , 则 Zil/(e 十 四) 兰 2 

证 (a,b) = 1, 故 有 整数 1,k, 使 得 al 十 bk = 1. 于 是 (a 十 bi)(k 十 人 = 
(ak 一 bl) 十 i、 这 表明 在 Zil/e 十 好 中 工 = 元 其 中 re2Z 义 因 5= 0, 故 
Zi/(a 二 + bi) = {0,…,p 一 1}. 由 此 易 知 Zli/(a 十 bi) 兰 2o. 


85 多 项 式 环 


知识 要 点 : 

虽然 可 以 讨论 一 般 环 上 的 多 项 式 环 , 但 以 下 主要 关心 整 环 上 的 多 项 式 环 . 

域 上 多 项 式 的 重 根 的 判定 ; Eisenstein 不 可 约 性 判别 法 ; Gauss 定理 : UFD 上 
的 多 项 式 环 仍 是 UFD; 域 上 一 元 多 项 式 环 是 ED; 域 上 多 元 多 项 式 环 不 是 主 理想 
整 环 . 


2.5.1， 试 决定 环 Z|z] 和 Q[z] 的 自 同 构 群 . 
证 vc e Aut(Z[z]), 因 o(1) = 1, 可 推出 clz = id. 令 o(x) € ZIzx] 的 次 数 为 
n. 因 o 是 自 同 构 , 故 存在 g(x) e ZIz] 使 得 x = ol(g(x)) = g(o(x)), 这 迫使 n= 1. 
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设 o(z)==az+b, g(x)=crx+d. 于 是 x=c(az4+b)+d=caz+cb+d. 故 ca= 1 
从 而 ac = 土 1. 于 是 o(f(x)) = /az +b)， Vj(z) € ZIz|. 

反之 , 给 定 任 一 (ob 其 中 a= 十 l,， bE Z. 则 oo : f(z) 局 f(az+b) 是 
Z[z] 的 环 目 同 构 . 

公 


2 


yy: Aut(ZIz|) — il 站 E M2(Z) el pez) 
a 0 


O(a,b) 一 ( 中 


下 证 y 是 群 同 构 . 首先 WV 是 定义 合理 的 : 右 O(a,b) = O(c,d) 则 O (a,b) (7) = O (c,d) (7). 
Baz 十 b= cz 十 d, 从 而 a =c, b=d. 易 证 是 双 射 和 群 同 态 , 从 而 是 同 构 . 因 


Aut(Z[z]) -{( ,] Cn ez). 


类 似 地 可 证 Aut(Q[z]) = {( , | CEO” oj 图 


2.5.2， 如果 co0,… ,cn 是 整 环 D 中 两 两 相 异 的 nn 十 1 个 元 , do,… ,du 是 也 
中 任意 n 填 1 个 元 , 求证 : 

(1) 在 D[z] 中 至 多 存在 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 f(x), 使 得 Fe) = d; (0 < 
i < n). 

(2) 如 采 DD 为 域 , 则 (1) 中 所 述 的 多 项 式 是 存在 的 . 

证 (1) 换言之 , 我们 要 证 明 : 若 有 一 个 次 数 < n 的 多 项 式 f(x) 使 得 
f(ci)=0, VO<ign, 则 f(x)=0. z 


设 f(z) = 》 airi 具有 这 种 性 质 , 则 


i=0 
| co 0Q0 
1 C1 cs co 1 
i 
2 
| Cn > 6 Qn 


用 4 代表 这 个 系数 和 矩阵, 则 4 是 Vandermonde 矩阵， 用 14| 表示 4 的 行列 
式 , 因 co,… ,cn 两 两 相 异 , 故 |4| 关 0. 令 4 是 4 的 伴随 矩阵 , 则 4*4 = 


4la =0, a;=0,0<&<i<n. 
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从 而 (ao, al，: 上 ,an) = 0, f(z)=0. 
(2) 由 (1) 的 证 明知 , 春 D 是 域 , 则 必 存 在 唯一 的 次 数 不 大 于 n Po 


f(z), 使 得 f(ci) = di，i = 0,1,… ,n. 事实 上 , 令 f(zx) = Dor ,其 中 oa 号 


df do 
"|= | 
d’ 
则 f(z) 就 是 这 样 的 多 项 式 . 图 


2.5.3. 27z 十 2 在 Z[z] 和 QIz] 中 是 否 为 不 可 约 元 ? 2 十 1 在 展 [xz] 和 Clz] 中 
是 否 为 不 可 约 元 ? 

证 在 ZIz] 中 , 2z 十 2=2(z 十 1), 且 2 与 g++1 均 不 是 ZIzx| 中 的 单位 , 故 
27 十 2 在 Z[z] 中 可 约 . 但 2z 二 2 在 Q[z] 中 不 可 约 . x? 十 1 是 RR[z] 中 不 可 约 元 ， 
但 在 Clz] 中 可 约 . 加 


2.5.4. 设 刀 和 一 为 整 环 , DC 五 flz) e DIz], c 是 f(x) 在 已 中 的 一 个 
根 . 利用 形式 微 商 确定 根 c 的 重 数 . 

证 < 是 jz) 的 m(m > 1) 重 根 , 当 且 仅 当 f(x) 的 m 一 1 次 形式 微 商 
fm-D(z) 有 根 c 且 m 次 微 商 f(z) 不 以 ce 为 根 . 图 


2.5.5， 设 玉 是 域 ，f(z) e FIz]，ci,:… ,cm 是 f(x) 在 中 两 两 相 异 的 根 ， 
并 且 根 c; 的 重 数 为 Ai = 1,… ,m. 求证 和 ji 十 … 十 和 mm < degf. 

证 ”此 时 /四 =TIe-o g(x), 由 此 即 得 图 

2.5.6. 设 / = 六 wz € ZIz|] 为 首 1 多项式 ,p 为 素数 , 以 a 表示 weEZ 在 环 
的 目 然 同 态 Z 一 22 = Z/p2Z 之 下 的 像 , 而 令 f(z) = 六 到 2 e Zoo[z]. 求证 : 

(1) 如 采 对 某 个 素数 p，f(z) 在 Zp[z] 中 不 可 约 , 则 f(z) 在 ZIz] 中 不 可 约 . 

(2) 如 果 f(x) 不 是 Z[z] 中 首 1 多 项 式 , 试问 (1) 中 的 结论 是 否 成 立 ? 

证 (1) 大 在 Zlz] 中 f(x) = g(z)h(z), 其 中 degg,degh > 1, 则 在 Zp[z] 中 
f(z) = 5(z)h(z). 但 f(z) 在 Zoo[z] 中 不 可 约 , 唯一 的 可 能 是 deg5 或 degh=0. 
不 妨 设 deg5 = 0, 因此 g(x) 的 首 项 系数 是 p 的 倍数 . 从 而 f(z) 的 首 项 系数 是 p 
的 倍数 , 这 与 f(x) 首 1 相 了 矛盾. 

(2) 否 . 例如 f(z) = 2z3 一 7z2+Zz+1Le2Zlzl. 在 2Zozl 中 jz)=2Z2-H+Zz+l 
不 可 约 , 但 f(zx) 在 ZIz] 中 有 分 解 f(x) = (2z -1)(x? -3z 一 1 图 
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注 上 述 (1) 给 出 了 ZIz] 中 首 1 多 项 式 不 可 约 性 的 一 个 充分 条 件 . 


2.5.7. 设 DD 为 UFD, 三 为 万 的 商 域 ，fz) 为 DIz] 中 首 1 多 项 式 . 求证 : 
f(z) 在 F[z] 中 的 每 个 首 1 多 项 式 因子 必然 属于 DIzl. 

证 设 在 Flz] 中 有 f(z) = g(z)h(z), 其 中 g(z), h(x) e FIzl 且 均 为 首 1 的 . 
将 g(z) 和 h(xz) 分 别 写成 


——, (x), h(z) < Dlzx], di, ds € DD. 


于 是 did2f(zx) = 9(z)h(z). 因 f(z) 首 了 故 C(qdid2f(z)) = didz, 由 Gauss 引 理 
知 dids = C($(z))C(h(z)), C(f(z)) 表示 f(x) 的 容量 , 即 f(x) 的 各 项 系数 
的 最 大 公 因 子 . 因 9(z) 的 首 项 系数 为 d1，h(z) 的 首 项 系数 为 ds。, 从 而 


CG(z)) | di, C(h(z)) | dz. 


议 di = C(9(z))s，d2 = C(h(z))t, 其 中 st e D， 于 是 stC($(x))C(h(z)) = 
C(9(z))C(h(z)), 即 st = 1 即 C(9(z)) 与 di 相伴 , C(h(z)) 与 ds 相伴 . 从 而 
g(x), h(x) € DIz|. 殴 


2.5.8. 设 尺 是 含 么 交换 环 ， f(x -Dar e RIz]. 则 f EU(RIz]) > a0 € 
U(R), 并 且 ao ,an 均 是 RIz 中 的 宕 零 元 

证 设 aoEU(R),，al,… ,an 均 为 R[z] 中 的 贤 零 元 . 则 az 均 为 RIz] 中 
的 才 零 元 ,1 = 1,… ,n. 从 而 g(x re “为 RIz] 中 的 寡 零 元 , 即 存 在 1>1 


1 二 1 


Bj f(z) = ao + g(x) Ee U(RIz]). 

反之 , 设 f(x) = ao+aiz 十 …: 十 anzZnm E U(R[z]). 要 证 ao EU(R), a1,:… ,an 
均 为 RIz] 中 的 星 零 元 对 n 用 数学 归纳 法 . 易 知 n = 0 时 成 立 . 设 结 论 对 次 
数 小 于 ”的 多 项 式 都 成 立 . 由 f(x) e U(RIz]) 知 ， 存在 g(z = Db 使 得 
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f(z)g(x) = 1. 于 是 ao,bo e U(R). 比较 z"+7 的 系数 有 : 
tn bn 0. 


Qnbm-1 + an-ibm = 0, 


Qnb; 3 Qn—1bj+1 i Qn—m+jbm =0,， JJ] 过 0，J] n,m. 


将 第 二 式 乘 以 a,, 得 到 a2b,,_1 = 0, 再 将 第 三 式 乘 以 a,, 得 到 03 := 0, 继续 
下 去 ， 最 后 将 最 后 一 式 乘 以 Cn 得 到 | am 7b; = 于 是 Q bo 一 和 但 bo 和 U(R), 
故 am = 0. 于 是 (anz")" =0. 令 anz? =c, 则 cm =0. 于 是 


mC—1 


1 1 


(f (7) C) a / (zj)c j 太 mm(z) TD (7) = ) 二 
上 nO—1 次 多 项 式 f(z) 人 丽人 S U(RIz|). 从 而 由 归纳 
假设 知 a1,.… ,an-1 均 需 零 . 加 


2.5.9*. (Eisenstein 判别 法 的 推广 ) 设 f(x) = <c ZIzx], degf =n, 
(oo ,ai ,an) = 工 如 果 存在 素数 p 和 整数 (0 < 之 n), 使 得 
piax, pla: (0<ig<k—m1), p+aoo, 
求证 f(z) 在 Z[zx] 中 必 存 在 次 数 > 的 不 可 约 因子 . 


在 做 本 题 之 前 , 对 Eisenstein 判别 法 给 出 一 个 注 记 (虽然 以 下 证 明 无 需 这 个 
注 记 ) Bisenstein 判别 法 有 两 种 等 价 的 表述 

定理 : 设 D 为 UFD, f(x) = S 是 DIz] 中 了 次 本 原 多 项 式 (此 处 本 
原 是 指 ao,.… ,a 的 最 大 公 因子 为 了 ,车 存在 D 中 的 不 可 约 元 p 使 得 

plao, plal, :…, plan-1, p+ ao, 

则 f(x) 为 DIz] 中 不 可 约 多 项 式 (从 而 也 是 Flz] 中 不 可 约 多 项 式 , 为 D 的 
阅 域 ) 
" 0 未 加 假设 pf an” 是 因为 这 可 从 f(x) 的 本 原 性 中 
推出 | 

定理 : 设 D 为 UFD, f(x) = >》 az 是 DIz] 中 次 多 项 式 . 若 存 在 DD 中 
的 不 可 约 元 p 使 得 加 


p|ao, pla, :Dan pt an, p+ ao, 
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则 f(z) 为 F[z] 中 不 可 约 多 项 式 , F 为 D 的 商 域 

这 个 表述 中 未 加 本 原 性 的 假设 , 而 加 上 p + an. 因此 f(z) 在 Dlz| 有 可 能 
可 约 . 

例如 f(x) = 10z5 - 30z3 +45z2 一 15€ Z|z], 取 p=3, 则 f(z) 在 Qfz] 中 不 
可 约 . 但 f(z) = 5(2z5 -6z3 +9z2 - 3) 在 Z[z] 中 可 约 . 

证 ”对 n 用 数学 归纳 法 . n = 1 时 结论 显然 成 立 . 假设 结论 对 于 满足 条 件 的 
7 次 多 项 式 f(x) 成 立 , 其 中 7+ < n. 

右 f(z) 在 ZIzx] 中 不 可 约 , 则 f(z) 自身 就 是 f(z) 的 次 数 n > 的 不 可 约 
因子 . 故 以 下 设 f(z) 在 ZIz] 中 可 约 , f(x) = g(z)h(z). 因为 (ao0,a1,… ,an) = 1 
故 deg g(x), deg h(x) 0. 设 g(x) = bo + bri + bz, b;, #0, h(r) = 
C0 十 c1Z 十 … :十 csZs，cs 天 0， 则 r,s 之 1,r 十 s = 二 n. 因为 ao = boco, p | ao, 
故 p| bo 或 p|co. 不 妨 设 p|bo, 则 p+ co 且 p? + bo (这 是 因为 p?+ ao0). 
(ao ai ,Qan) 二 1, 故 (bb ,b;) = 1. 于 是 存在 正 整数 t,t <7, 使 得 


p|b: (0<i<t—1), pt bh. 
夺 t<k 且 t+<s, 则 
Qt = bico brici 二 十 Dict 1 + bocr. 


因 p|at,p|b (0<igt-1),- 故 p|bico. 但 pt b.，pt co 了 矛盾 . 
和 硅 t<k 且 t+>s, 则 


Qt = bico + brici:… br scs. 


同 理 得 到 矛盾 . 
将 t>k 且 kg<s, 则 


Qk = bock + bick-1 二 -十 bk_1cl + bxkco. 


因 p|b (0<ig<k), 故 p|ax. 与 pan 的 题 设 相 矛 盾 . 
车 t>k 且 kk>s, 则 


Qk = OKC0 bk-1C1 十 … 十 bsCs. 


同 理 得 到 矛盾 . 

因此 只 能 上 = . 即 有 7 次 (r <m) 多项式 g(z) =b0 二 DZz 二 十 pzrEZIz]， 
(oo 0 ,br) 二 1，p|b; (0<igk-1)， p14 bp，p?+ bo. 由 归纳 假设 即 知 ， 
9g(z) 在 ZIz] 中 存在 次 数 > 的 不 可 约 因子 . 从 而 结论 得 证 . 国 
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2.5.10. 将 x? 一 1 (3 < n< 10) 在 ZIz| 中 作 素 因子 分 解 . 
1 


解 x 一 1=(z 一 1)(z2 十 z 十 1) 
v4 1= (1)(r+1)(r2+1), 
7 1=(rz—1)((r +2 + 二 +z 十 1)， 
2 一 1=(z 一 Hz+H(z 二 zz 十 Hz 一 并 十 1 
rz'—1=(z—1)(z +r +r + 十 2 十 十 1)， 
Tl1=(r—1)(r+1)(r a 
l=(z—1)(r +zr+1)(r + +1), 

) 


Tz0—1=(z—1)(r+1)(r + t+r +z+1)((z 2 +r zt+1). 


图 
注 (1) 令 jJz)= 太 -22+22-Z2+1 则 (一 2x) = x 十 人 十 2 十 YX 十 1. 
f(—z) 在 QIz] 中 不 可 约 (应 用 Fisenstein 判别 法 )， 故 f(z) 不 不 可 约 . 
(2) z6 + za 十 1 是 分 圆 多 项 式 , 因此 在 Z[z] 上 不 可 约 . 关于 分 圆 多 项 式 在 
Z[z] 上 不 可 约 的 证 明 可 参见 [FY], p.144. 


2.5.11. 设 为 整 环 , f(x) EDIzl，ceD, oz = f(z 十 c) e DI[z]. 求证 : 
(1) f(z) 在 D[z] 中 本 原 > g(z) 在 D[z| 中 本 原 . 
(2) f(z) 在 D[z] 中 不 可 约 > g(x) 在 D[z] 中 不 可 约 . 
证 (1) 设 f(x) = ao 二 aiz 十 Q222 十 … 十 QnZn， g(x) = f(z + c), 则 
g(z) = bo 十 bz 十 bo 十 … 十 bnz", 其 中 b; 二 Qj 十 CF )ayrictt “十 的 26 
7 二 0,1,… ,n. 特别 地 , bn = an 设 d= (bo0,b01,… ,bn), 则 ad |an. 又 gan， 
d | 51 则 qd | an_1， 以 此 类 推 , 便 可 得 | ao， 从 而 d | @0,a1,… ,an， 即 
(bo,bi,*** ,bn) | (aoai an) 又 jz) = 9 一 9 收 (qo0,Q1,.… ,an) | (bo 
b1,… ,bn). 于 是 (a0,a1,… ,an) ~ (bo,b1,:… ,bn). 从 而 得 证 . 

(2) 多 证 . 圈 


2.5.12. 设 为 任意 环 , 定义 集合 


RI 洋 bc | an €R, 0012. 


九 一 0 
Co 


个 元 》` onzn 叫做 RR 上 关于 x 的 形式 震级 数 . 定义 


> QZ "十 > bs >》 (an 十 bm)Z 
(>》， 而 人 > 下 一 >》 人 
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其 中 cn = >》 aib;,，n 二 0,1,2,…. 求证 : 
ti 二] 二 7 


(1) RII[z]] 对 于 上 述 加 法 和 乘法 形成 环 , 叫做 环 RR 上 关于 z 的 形式 寡 级 
(2) 硅 广 逐 元 1, 则 1 也 是 RI[z]]| 的 么 元 . 若 R 为 交换 环 , 则 RI[z]] 也 
(3) 多 项 式 环 RIz| 自然 看 成 是 Rllz ]] 的 子 环 . 


(4) 设 已 是 含 么 交换 环 ， f(z = De < R[[zj]. 则 
f(x) EU(RI[z]]) < 全 ao EU(R). 
(5) 大 ao 在 R 中 不 可 约 , 则 f(x) 在 RI[z]] 中 不 可 约 . 


证 (1) (3 ) 
(4) 设 f(z = Dor < RI[e]l. 车 f(z) e U(RIz]) , 则 显然 oo e U(R) 


反之 ， 设 an 所 U(R). 令 , 其 中 
n=0 
Re a ML 
C0 QO 


(5) 设 ao 在 R 中 不 可 约 . 车 f(z) 在 RI[z]] 中 可 约 , 则 f(x) = g(x)h(x)， 
其 中 


g(7) = go + gizt+..:, h(x)= hot+hiz+t+..- 


均 非 Rllz] 中 单位 . 由 (4) 知 go0, ho ¢ U(R). 而 ao = goho, 从 而 ao 在 RR 中 可 约 . 
矛盾 . 图 


2.5.13. 设 玉 是 域 , 求证 : 


(1) 环 F[[z]] 只 有 一 个 极 大 理想 M, 并 且 Fl|[z]] 中 全 部 理想 为 Mn (mn = 
0,1,2,….), 其 中 规定 M9? = Fllzl]. 并 且 当 nm 时, M7 MM™. 

(2) Fl[zj] 为 主 理想 整 环 , 从 而 为 UFD. 

证 设 I 是 [zj| 的 任 一 非 零 理想 且 了 关 Fl[z]], 则 了 不 含 FI[z]| 的 单位 . 
由 题 2.5.12(4) 知 了 中 元 的 常数 项 必 为 0, 从 而 TC (xz). 由 此 可 知 (z) 是 F|[z]] 
的 唯一 极 大 理想 . 

令 m(z) 是 非 零 理想 7 中 次 数 最 低 的 尾 1 的 形式 窜 级 数 .( 注 : 形式 寡 级 数 
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jz) = 》 anzx” 的 次 数 定义 为 t, 使 得 a 关 0，a% = 0 m <t. 尾 1 是 指 若 f(zx) 
7 一 0 

的 次 数 为 二 则 au =1.) 则 了 工 = (mm(z)) 事实 上 , 设 m(z) = mozt 十 mizxttl 十 .…， 

0 一 1. 设 f(z) = arr! 十 … ET. 今 g(z)=bo 二 biz 十 …, 其 中 


bo 一 at ,bi 三 at+l — bom1, """， bn, = Qin — bn-imi1 —** — bomn, 人 


) 


则 f(z) = mm(z)g(z). 这 就 证 明了 严 [[z]] 是 主 理想 整 环 . 

设 了 = (m(z)) 是 非 零 理想 , m(z) = zt 十 mizttl 十 .… 二 zt 十 g(x). 则 上 述 证 
明说 明 任 一 次 数 > t 的 形式 客 级 数 可 被 m(z) 整除 , 从 而 g(z) eI. 于 是 zt e 7， 
这 表明 I = (zi), 令 M = (7z), 则 F[[z]] 的 全 部 理想 为 


0, M, M’,:….., M"= (2"), .... 图 


2.5.14.Z 十 1 是 否 为 环 ZIzl 和 2Z[[z]] 中 单位 ? zx? + 3z + 2 是 否 为 Z[z] 和 
Z[[z]] 中 不 可 约 元 ? 

证 z+1¢U(ZIz]). 

由 题 2.5.12(4) 知 Z 十 1EeV(Z[[z])， 

7 十 37 十 2 二 (ZZ 十 2)(z 十 1),) 故 襄 十 37 十 2 在 ZIz| 中 可 约 . 

由 题 2.5.12(5) 知 zz 十 3z 十 2 在 ZI[z]] 中 不 可 约 . 加 


2.5.15*. 设 f(z) 是 Q[z] 中 奇 次 不 可 约 多 项 式 , a 和 6 是 f(z) 在 QQ 的 某 个 
扩 域 中 两 个 不 同 的 根 . 求证 w+ 8¢ Q. 
证 “否则 , 设 <+pecaQ' 令 oz)=/ (+ < hz) = g(z) + g(—2) 


则 g(xz), jz) e Q[z], 且 g(x) 也 是 Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 . 

议 hz) 夭 0. 因 g(x) 与 h(xz) 有 公共 根 ac 故 最 大 公 因 子 (pn(z)，9(z)) 
是 次 数 > 1 的 Q[z] 中 的 多 项 式 . 又 f(z) 是 奇 次 的 , 故 deg h(xz) < dego(z), 从 而 
(h(z)，g(z)) 的 次 数 小 于 g(z) 的 次 数 . 这 与 g(z) 在 Q[z] 中 不 可 约 相 矛 盾 ! 

右 h(x) = 0, 则 g(x) = -9(-z), 从 而 g(z) 不 含 z 的 偶 次 寡 . 于 是 g(z) 有 因 
了 于 zx. 这 又 与 g(z) 在 Qlz] 中 不 可 约 相 矛盾 ! 图 


2.5.16*.， 设 尼 是 域 , f(z1,7z2) 和 g(xz1,z2) 是 kz1,z2] 中 两 个 互 素 的 多 项 
式 . 求证 在 有 的 任意 扩 域 中 /zl zz) = 0 和 g(xi,z2) = 0 均 只 有 有 限 多 公共 解 
(Z1, T2). 

证 以 degi 了 表示 f(zi1,x2) 对 zi 的 次 数 . 不 妨 设 degi1f =n2>1,degig= 


m2 1, nz>m. 令 f(zx1,7x2) = fo(rz2)7? +.., g(x1, x2) = go(z2)z? ++.…. 设 
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(a,b) 为 ftzizo)= 0, g(z1,7z2) = 0 在 k 的 扩 域 KK 中 的 解 . 令 
h(x1, 72) = go(z2)f (71, 72) — fo(x2)g9(71, 72)TT ™, 
则 h(a,5) = 0 且 degih < n= degi f. 不 妨 假设 go,g 互 素 (否则 分 别 用 人 
和 来 代替 go 和 g). 因 go,g 互 素 , 故 h(z1,z2) 与 g(z1,z2) 也 互 素 . 
首先 说 明 不 妨 设 h(zi,z2) 闫 0, 否则 gof = fogr? ”. 不 妨 设 (fo,go) = 1, 于 


是 有 0 | f，go | 9. 从 而 在 klzi,z2] 中 有 二 = 了 mm, 于 是 卫 cklzizal 是 
fo gqo go 


与 g 的 公 因 子 . 但 (f,g) = 1, 故 g = go. 于 是 结论 已 得 证 . 

现在 以 h(x1, zz) 代替 f(z1, x2) 并 重复 上 述 过 程 , 最 后 得 到 非 零 多 项 式 h(xzi， 
Xx2) 使 得 degj h = 0，h(a,b) = 0. 于 是 h(xi1,z2) = h(z2) 关 0，h(b) = 0. 从 而 具 
有 有 限 多 个 这 样 的 4. 

同 理 可 知 也 只 有 有 限 多 个 这 样 的 a. 从 而 结论 得 证 . 图 


81 域 的 扩张 

知识 要 点 : 

域 论 的 方法 之 一 是 将 域 K 看 成 其 子 域 的 扩 域 ; 从 而 也 将 K 看 成 域 尺 上 
的 线性 空间 , 这 个 线性 空间 的 维 数 记 为 [IK : 丰 . 由 此 得 到 域 扩张 次 数 的 公式 ( 俗 
称 望 远 镜 公式 ): 若 有 域 扩张 E/K, K/F, 则 [E: FI=[EB:KIIK:H. 

以 下 我 们 多 在 域 扩 张 K/F 的 框架 下 研究 K. 

自 先 要 弄 清 素 域 ( 即 没 有 真子 域 的 域 , 或 等 价 地 , 由 单位 元 生成 的 域 ) 的 结 
构 . 特征 为 0 的 素 域 同 构 于 有 理 数 域 Q; 特征 为 p (p 为 素数 ) 的 素 域 同 构 于 剩 
余 类 环 Z,; 任 一 域 包 含 唯 一 的 素 域 

设 有 域 扩张 K/F, 则 KK 均 可 写成 添加 的 形式 (5), 其 中 5S 是 K 的 某 个 子 
集 , F(5) 是 K 的 包含 5 和 开 的 最 小 子 域 . F(S) 的 构造 ; 研究 F(S) 在 某 种 意 
义 下 可 归结 为 研究 FF 的 单 扩 域 F(w). 

域 严 上 的 代数 元 wu 和 在 上 的 极 小 多 项 式 的 定义 ; 域 上 的 超越 元 的 
定义 . 单 扩 域 的 结构 . 

有 限 扩 域 与 代数 扩 域 及 其 关系 . 


3.1.1. 设 K/F 为 域 的 扩张 , 求证 : 

(1) 硅 [K :了 是 素数 , 则 K = Fo 其 中 心 是 天 中 任 一 不 属于 的 元 . 

(2) 在 ve 天 是 下 上 奇 次 代数 元 , 则 F(w) = F(w?2). 

证 (1) 因 w 是 KK 中 任 一 不 属于 下 的 元 , 故 [Fo : 可 >1. 由 望远镜 公式 
IK :了 |= [K :了 (Ww)][F(w) :如 以 及 假设 [ 久 : | 是 素数 , 即 知 [FU :Fl = |[K : 
让 , 从 而 K = F(w). 

(2) F(w) 是 F(w) 的 子 域 , 故 有 望远镜 公式 [F(w) : FF] = [Fo : 
下 (CE : Fl. Fw) # F022), [Fw) : Fl?)] = [Fw2)(u) : Flv?)] = 2. 
但 由 题 设 [F(w) : fF] 是 奇数 , 矛盾 ! 图 


| 一 一 
| &, 


3.1.2， 求 元 a 在 域 上 的 极 小 多 项 式 , 其 中 

(1) a= V2 + v3, F = Q(VO); 

(2) a = V2 + V3, F = Q(V2); 

(3) a= V2+ V3,F =Q. 

解 (1) a 是 二 次 多 项 式 zx? 一 (5 十 2V6) 的 根 且 a 4 Ff, 故 a 在 域 下 上 
的 极 小 多 项 式 是 xz? -- (5 十 2V6). 

(2) 同 理 , a 在 域 上 的 极 小 多 项 式 是 zx? -2V2zx -1. 
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(3) ”有 理 数 域 上 以 a 为 根 的 次 数 最 低 的 首 1 多 项 式 为 zt -10z? 十 1, 即 
x4 一 1022 十 1 是 a 在 域 上 的 极 小 多 项 式 . 图 


3.1.3. 设 和 属于 了 的 某 个 扩 域 , 并 且 久 在 上 代数 . 如 果 f(z) 为 习 在 五 
上 的 极 小 多 项 式 , 则 f(x) 必 为 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 . 反之 , 若 f(z) 是 Flz] 中 
首 1 不 可 约 多 项 式 , 并 且 fw =0, 则 f(z) 为 久 在 上 的 极 小 多 项 式 . 

证 由 定义 直接 证 明 (后 一 结论 利用 F[z] 中 的 带 余 除 法 ). 图 


3.1.4. 设 久 是 域 的 某 扩 域 中 的 元 , 并 且 z* -a 是 久 在 下 上 的 极 小 多 项 
式 . 对 于 mln, 求 u™ 在 域 上 的 极 小 多 项 式 . 
解 zm 一 a. | 


3.1.5， 设 K/F 为 域 的 代数 扩张 , D 为 整 环 并 日 FC D CK, 求证 DD 为 域 . 
证 V0 关 deD, 则 de K,4d 是 下 上 的 代数 元 , 因此 d-le F(q), 从 而 
d-i!eD. 图 


3.1.6， 设 K/F 为 域 扩张 ,ae K. 阁 aeE F(am)，m > 1, 则 a 在 上 代数 . 
证 因 ae F(am), 故 存 在 f(z), g(x) e Flz| 使 得 a 二 ， 2 因此 a 是 多 
项 式 h(x) = zZg(zm) 一 f(z") E P|z] 的 根 . 设 f(z) 和 g(x) 的 次 数 分 别 是 s 和 + 
则 了 f(z") 和 zo(zm) 的 次 数 分 别 是 ms 和 mt 十 1. 因为 m>1, ms 和 mt 十 1 从 
而 h(z) 是 非 零 多 项 式 . 于 是 a 在 fF 上 代数 . 转 


3.1.7.， 设 以 是 多 项 式 x 一 6x? 十 9z 十 3 的 一 个 实 根 . 
(1) 求证 [Q(w) : Q] = 3; 
(2) 将 ws，(w 十 1)-!，(Qw? 一 6u 十 8)-! 表示 成 1，wu，w? 的 Q- 线性 组 合 . 
证 (1) 由 Eisenstein 判别 法 知 z3 一 6z?2 十 9z 十 3 在 Q 上 不 可 约 , 即 [|Q(w): 
Q] =3. 
(2) 由 题 设 , 有 
Ww = 6u’ — 9u — 3, 


us = 6u — 9u — 3u=6(6u — Qu — 3)— 9 — = 27u — 57u— 18. 
设 (4 十 1)-!t=@a 二 b+t+cu?, a,b,c Ee Q. 则 


1=(u+t+l)(a+but+ceu)=a+but+oer t+aut+ bu +oew 
=a+(a+t+b)ut (b+ou +ce(6u’ — 9u— 3) 
= (ga—3c)+(a+b— 9c)u +t (b+7c)u,. 
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比较 两 边 w 的 系数 , 得 到 线性 方程 组 


1 
解 得 (w 十 1)-! = 人 — 7u + 16). 
1 


同 理 , 由 待定 系数 法 可 算出 (w? - 6u 十 8)-! = = 了 (人 -9u+1). 导 


3.1.8， 设 p 为 素数 , 求 扩张 Q(e 了)/Q 和 Q(e 竺 )/Q 的 次 数 

解 e 满足 ze-1 上 +zp-2 二 .二 zz1=0. 而 zzp-1+zz-2 二 .+Tz+T1=0 
是 Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 , 故 [Q(e 了 ):Q|=p-1. 

因 e 是 Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 zt 十 1 0 的 根 , 故 [Q(e 至 ):Q]=4， 是 


3.1.9. 设 7 是 Q@ 上 的 超越 元 , v= 7x3/(z 十 1). 求 [Q(x) : Q(w)l. 
解 ” 可 以 验证 z 在 Q(w) 上 的 极 小 多 项 式 为 T3-uT-w. 从 而 [Q(z) : Q(w) 
QW (7) : QW = 3. 


3.1.10，(1) 设 K/F 是 域 的 扩张 ,求证 M= {aeK|a 在 上 代数 } 为 K 
的 一 个 包含 的 子 域 ( 称 作 在 KK 中 的 代数 闭 包 ). 

(2) 议 K/F 为 域 的 扩张 , K 是 代数 封闭 域 . 则 (1) 中 的 域 M 是 的 一 个 代 
数 闭 包 ( 即 M 是 代数 封闭 域 且 M/F 是 代数 扩张 ). 

证 (1) 设 a, 0 了 BeM, 则 a-6, a6-1e F(a,B). 而 F(a,B) 是 下 的 有 限 
扩 域 , 从 而 是 FF 的 代数 扩 域 .于 是 a 一 8, a6-1 在 已 上 代数 , 即 a 6,a6-1 
即 M 是 的 包含 下 的 子 域 

(2) 首先 M 是 代数 封闭 域 : 设 a 是 M 的 某 一 扩 域 9 中 的 元 且 w 在 M 上 
代数 . 因 M/F 代数, 故 a 在 上 代数 . 可 以 认为 a 属于 天 的 某 一 扩 域 (例如 
深 加 K 的 所 有 代数 元 于 玉 上 得 到 的 域 ). 因 K 是 代数 封闭 域 且 a 在 KK 上 代数 ， 
则 a e K. 从 而 由 定义 a e M. 

再 由 M 的 构造 知 M/F 是 代数 扩张 , 即 M 是 的 一 个 代数 闭 包 . 国 


3.1.11. 设 M/F 为 域 的 扩张 , M 中 的 元 w v 分别 是 上 的 mm 次 入 次 代 
数 元 . K = FF(w), =F(v). 求证 : 

(1) [KE :FI < mn. 

(2) 如 采 (m,n) =1, 则 [KE :本 

证 [KB :可 = [F(wo): F] 2 [F(u)() 
F(W)] = mm 其 中 = [F(W (0) :Po mw 区 
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同 理 [KE : 可 = nm 其 中 mw < m. 于 是 nn| [KE :i 因 (nm) = 1 则 
n|n’, Bn=n. TR 上 LEN [KE :HF = mon. 加 


3.1.12， 试 证 : 关于 域 K 的 以 下 四 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) K 为 代数 封闭 域 

(2) K[z] 中 每 个 次 数 > 1 的 多 项 式 在 K|z] 中 均 可 表示 成 一 些 一 次 多 项 式 的 
乘积 ; 

(3) K[z] 中 每 个 次 数 > 1 的 多 项 式 在 K 中 均 有 根 ; 

(4) jz) 为 K[z] 中 不 可 约 元 < deg f(x)=1. 

证 由 定义 直接 推 证 . 国 


3.1.13. 设 天 =Q(o) 为 @ 的 单 扩张 , 其 中 “在 Q _ 上 代数 . 求证 |Aut(K)| < 
3:Ql 

证 Vo eAut(K), 因 o(1)=1, 故 ol@o =id. 从 而 Aut(K) = Aut(K/Q). 而 
0 只 能 将 a 送 到 6, 其 中 6 se Q(a) 仍 是 a 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 f(x) 的 根 . 因 

Aut(K)| = f(z) 在 Q(a) 中 相 异 根 的 个 数 < deg f(z) = [K : Ql. 加 

3.1.14， 给 出 域 扩张 K/F 的 例子 , 使 得 KK = F(w,v), u 和 w 均 是 上 超越 
元 , 但 是 开关 F(zi, 7x2), 其 中 F(zx1, xz2) 表示 Ff 上 两 个 独立 的 不 定 元 zi, zs 的 
有 理 也 数 域 . 

解 取 记 =Q, KK = Q(z,7z) = Q(z), zx 是 Q@ 上 的 超越 元 ,但 KK 关 Q(zi, x2). 
否则 , 设 有 域 同 构 o : Q(z) — Q(z1, 72), T1 = o(f (x)), x2 = o(g(7)), f (7), 
gz) € Q(z). 则 ol@o = id, zi1 = f(u), x2 = g(u), vu = oz € Q(z1,72). 令 
4 二 (XT1, 72), 9g(u) = h(xz1, 722) = g(k(z1, x2)). 于 是 zz 满足 Q(z1)[7] 中 的 多 
项 式 卫 一 h(x1,T). 但 za 是 Q(z1) 上 的 超越 元 , 由 此 推出 了 = h(xz1,T). 于 是 
Z2 = h(z1,7z2) = g(k(z1, 22)), 从 而 k(x1, x2) = arz+b. 从 而 w= azrz+b,a, bE Q. 
于 是 zl = Ju) = f(axz 十 0). 政 盾 ! 国 


zxn)), 但 是 v4 K, 求证 wv 在 KK 上 超越 
证 奉 久 在 KK 上 代数 , 则 存在 m > 1 使 得 


人 ,70 一 1],ao 尖 0. 


二 9 f(z), g(z) 均 为 系数 在 KK(z1,.… ,zn_1) 中 的 多 项 式 , 其 中 (f(z)， 


g(7)) = 1. 因 wv 4¢ KK, 不 妨 设 deg f(zx) 与 deg g(x) 不 同时 为 零 . 于 是 


a0g” (Tn) a1g9™ (zn)f (zn) 四 f" (zn) 二 0. 
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这 样 f(zn) | g(xn)，g(zn) | f(zn). 于 是 (F(z),g(z)) = FIz)，(71(z),g(z)) = 9(z)， 
从 而 deg f(z) 与 deg g(x) 同时 为 零 . 矛盾 . ea 


3.1.16. 设 K 是 域 , > 是 K 上 的 超越 元 , ve K(z), u 4 K. 求证 xz 在 域 
证 设 w= = 1 f(z)，g(z) e Kz]， 于 是 x 是 KK(w)[T] 中 非 零 多 项 式 
h(T) := ug(T) 一 f(T ) 的 根 ( 因 wv 4 K, 故 比较 ug(T) 和 f(T) 关于 了 的 最 高 次 
宕 的 系数 就 可 看 出 h(T) 关 0), 即 z 在 天 (ww 上 代数 网 


3.1.17， 设 EB/F 是 域 的 扩张 , 如 果 对 每 个 元 a € EB, a 4 Fa 在 上 均 是 
超越 元 , 则 称 E/F 为 纯 超 越 扩 张 . 求证 : 

(1) F(z)/F 是 纯 超 越 扩 张 . 

(2) 对 于 任意 域 扩张 /FF, 求证 存在 唯一 的 中 间 域 M, 使 得 /MM 为 纯 超越 
扩张 , 而 M/F 为 代数 扩张 . 

证 (1) 设 i E F(x), 了 F. 若 六 3 在 上 代数 则 由 定义 容易 推 
出 z 在 请 上 代数 ,矛盾 . 因此 F(x)/F 是 纯 代 数 超越 扩张 . 

(2) 令 M= {me 互 |m 在 上 代数 }, 则 MM 是 马 的 子 域 M2F 且 M/F 
是 代数 扩张 . 下 证 B/M 是 纯 超越 扩张 . 设 a e EE, a 4¢ M. 车 a 是 M 上 的 代数 
元 , 则 由 已 知 定 理 知 a 也 是 Ff 上 的 代数 元 , 从 而 由 M 的 定义 a e M. 矛盾 国 


82 分 有 裂 域 

知识 要 点 : 

域 i 上 多 项 式 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 的 定义 、 存 在 性 与 意义 (从 此 , 可 保证 
f(x) 在 五 的 扩 域 中 “全 部 ” 根 的 存在 性 .而 研究 下 上 多 项 式 的 根 的 状况 是 研究 
玉 的 基本 内 容 和 方法 )， 

域 i 上 多 项 式 f(z) 有 重 根 当 且 仅 当 (f(z), f(z)) 关 1, 其 中 户 (z) 是 f(x) 
的 形式 叶 数 . 在 f(z) 在 下 上 不 可 约 , 则 (f(x), 了 (zx)) 和 1 当 且 仅 当 f(x) = 0 (这 
只 能 在 char 五 二 p >0 时 发 生 ), 当 且 仅 当 存在 g(x) e F|z|] 使 得 f(x) = g(x?). 

域 A 上 下 次 数 多 项 式 f(x) 称 为 上 的 可 分 多 项 式 , 如 果 f(x) 在 Flz|] 中 
的 不 可 约 因 子 均 无 重 根 . 

同 构 延 拓 定理 : 设 o :一 > F' 是 域 同 构 , f(x) 是 Flz] 中 的 正 次 数 多 项 式 ， 
马 和 分 别 是 f(z) 在 上 和 f?*(zx) 在 Vr 上 的 分 裂 域 . 则 o 可 延 拓 成 域 同 构 
一 > B'; 这 种 延 拓 的 个 数 m 满足 1 < m < [EB : 古 ; 进而 , 硅 f(x) 是 五 上 的 可 
分 多 项 式 , 则 m = [EB :了 ( 注 : 事实 上 , m = [ 玉 : | 当 目 仅 当 f(x) 是 上 的 可 
分 多 项 式 . 参见 题 3.6.7). 
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同 构 延 拓 定理 是 一 条 基本 定理 , 具有 重要 的 应 用 : 例如 , 由 此 可 推出 分 裂 域 的 
唯一 性 ; 亦 可 得 到 域 上 多 项 式 f(z) 在 上 的 分 裂 域 巨 的 Galois 群 Gal(E/F) 
的 阶 的 估计 : |Gal(Z/)| < [BE : ; 进而 , 车 f(z) 是 下 上 的 可 分 多 项 式 , 则 取 等 
号 (事实 上 ， 

Gal(E/F)| = [EB :Hf 


当 且 仅 当 f(x) 是 上 的 可 分 多 项 式 . 参见 上 注 ). 
n 次 本 原单 位 根 . 


3.2.1， 与 出 二 元 域 Z = Z/2Z 上 一 个 二 次 不 可 约 多 项 式 f(zx). 将 f(z) 的 
一 个 根 浴 加 到 Z2 中 , 写 出 域 Z2(w) 的 全 部 元 以 及 它们 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

解 ”Z2 上 唯一 的 二 次 不 可 约 多 项 式 为 f(x) = z2 二 z 十 1.Za(uw) = {0, 1, ,了 十 
1}. Z2(w) 的 全 部 元 的 加 法 表 和 乘法 表 如 下 : 


3.2.2. 放 jz) 是 K[z] 中 多 项 式 , deg f(x) = n> 1. 求证 存在 天 的 某 个 扩 
域 EB, 使 得 马 : K] < nl, 并且 f(x) 在 (x) 中 分 解 成 nn 个 一 次 多 项 式 之 积 . 
证 f(z) 在 KK 上 的 分 裂 域 有 此 性 质 辆 


3.2.3*，(1) 设 n 是 正 整 数 , 域 尺 的 特征 为 零 或 与 见 互 素 . 则 多 项 式 zm" 一 1 e 
Flz] 在 K 中 的 根 集 G 是 ” 阶 循环 群 , 其 中 KK 是 z* -1 在 上 的 分 裂 域 的 任 
一 扩 域 

G 的 生成 元 称 为 n 次 本 原单 位 根 . 换言之 , 当 FF 的 特征 为 零 或 与 n 互 素 , 厂 
的 某 一 扩 域 含有 n 次 本 原单 位 根 . 

(2) 域 的 乘法 群 的 任 一 有 限 子 群 均 是 循环 群 . 

证 (1) 因为 的 特征 为 零 或 与 n 互 素 , 故 多 项 式 mm - 1 e Fz] 无 重 根 . 
从 而 G 是 K* 的 n 阶 子 群 . 设 n =p …prm, pi1,，:… ,pm 是 互 不 相同 的 素数 ， 
ri>1,1<igm. 因 与 下 的 特征 互 素 , 故 方程 * 寺 一 1 = 0 在 天 中 恰 有 二 个 
两 两 不 同 的 解 , 故 在 G 中 存在 ai 使 得 a”* 尖 工 令 记 = ax) 则 名 一 om 二 1 
而 ”二 a 六 关 1 因此 b; 的 阶 为 mr, 于 是 页 .ecG 的 阶 为 坟 故 G 是 n 
阶 循环 群 . 
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(2) 设 G 是 域 的 乘法 群 F* 的 任 一 n(n < eco) 阶 子 群 . 则 on = 1 ae G 
故 G 中 元 均 是 z* 一 1e Flz| 的 根 . 从 而 nn 与 域 下 的 特征 互 素 (否则 xz" 一 1 在 F 
中 有 重 根 , 从 而 在 下 中 的 不 同根 的 个 数 小 于 n. 矛盾 !). 于 是 G 恰 是 zx?*-1 Ee Flz] 
的 根 集 . 由 (1) 知 G 是 循环 群 . 加 


3.2.4， 设 下 是 特征 不 为 2 的 域 , 求证 下 的 每 个 二 次 扩张 均 有 形式 F(Va)， 
d EF. 如 果 char = 2, 结论 是 否 成 立 ? 

证 设 B/F 是 本 则 = 了 F(r), r¢4 了 f. 设 r 人 玉 上 的 极 小 多 项 式 为 
1(n) = 2+az+ 加 则 + 在 已 上 的 极 小 多 项 式 为 zz+2 全 令 d= 各 一 

则 已 = Pr) = PC 人 ,其 (r+2) =d. 因此 = Flr) = F(Va). 

右 charF = 2, 则 上 述 结论 不 成 立 . 例如 , 设 久 是 zz 十 x 十 1 e€ Zo|z| 在 其 分 裂 
域 中 的 一 个 根 , 则 Zs(w) 是 Zo 的 二 次 扩张 , 但 Zo(u) 不 能 写成 Zaz(Vd)，d € Z2 
的 形式 . 事实 上 2Z2(Vd) = 2Z2,， Vd € 22. 负 


3.2.5. 设 下 为 域 , ce 也 ,pp 为 素数 . 求证 : z? 一 c 在 FIz] 中 不 可 约 < 全 zz 一 c 
在 FF 中 无 根 . 
证 一 >: 奢 z? 一 c 在 中 有 根 %, 则 在 Flz] 中 有 x? 一 c= x? 一 w? = (x 一 u)?， 
即 zz 一 c 在 Flz| 中 可 约 . 
令 久 是 zx? 一 c 在 FF 的 某 一 扩 域 巨 中 的 一 个 根 , 则 在 Elz| 中 zz -cec= 
(7 一 u)?. 厂 x? 一 c 在 Flz| 中 可 约 , 则 (zx 一 w)t 是 FFlz| 中 的 多 项 式 , 其 中 1<t<vy. 
于 是 tweEF,0 关 teEF. 故 weF, 即 x?--c 在 Ff 中 有 根 . 国 


3.2.6”. 设 下 是 特征 p 域 , p 为 素数 ,cE 天. 

(1) 求证 : xz? 一 x 一 c 在 [zx] 中 不 可 约 > zx? 一 x 一 c 在 下 中 无 根 . 
(2) 如 果 charF = 0, 试问 (1) 中 结论 是 否 仍 旧 成 立 ? 

证 (1) 一 : 厂 xz? 一 x 一 c 在 Ff 中 有 根 a, 则 在 Fizl 中 


Pp_ zx 0 
Pr-c= (ro) 和 一 其 中 a 


= 

这 与 xz? 一 xz 一 c 在 Flz] 中 不 可 约 相 矛盾 . 

< 一 : 设 忆 是 xz? 一 x 一 c 在 五 的 某 一 扩 域 户 中 的 一 个 根 , 则 ww 二 1,:… ,wp 一 1 
是 其 全 部 根 . 因此 , 知 x? 一 zx-c 在 下 lz| 中 可 约 , 则 xz 一 wv, zx 一 Oe Tz—(u+p—1) 
中 有 t 个 一 次 多 项 式 之 积 在 F[zx] 中 , 其 中 1<t+<p. 这 + 人 1 个 一 次 多 项 式 之 各 的 
次 高 项 系数 在 中 , 从 而 tue F. 但 t 关 0, 故 weEF, 即 zx?-zx-c 在 FF 中 有 
根 wv. 

(2) 如 采 charF = 0, (1) 中 结论 一 般 不 再 成 立 . 例如 , x5 一 zx 十 15 = (z2 十 
T+3)(7 — 7 —27r+5)€ Qlzl. 国 
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3.2.7*， 放下 为 域 , 忆 是 Flz] 中 次 多 项 式 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 . 求证 
IE:Fllnl. 

证 对 n 用 数学 归纳 法 . 分 两 种 情况 考虑 . 

奉 f(x) 是 Flzx] 中 不 可 约 多 项 式 , zi 是 f(z) 的 一 个 根 , 则 


杞 : 列 = 轧 :FFzE(z :FI = nlE: F(z1). 


而 恰 是 -并 9 在 F(z1) 上 的 分 裂 域 , 因此 由 归纳 假设 知 [B: F(z2)] |(n 一 1)t 
于 十 已: 可 nl 

若 f(z) = g(z)h(z)，g(z),h(z) < Flz], 且 g(z) 的 次 数 m 和 h(z) 的 次 数 均 
不 小 于 1. 令 下 为 g(z) 在 上 的 分 裂 域 , 则 巨 为 h(z) 在 天 上 的 分 裂 域 . 因此 
由 归纳 假设 知 [5 : FF] = [E: KIK:F]|(n -miml! ml 一 


3.2.8， 设 一 为 2 -1 在 Q 上 的 分 裂 域 . 求 已 : Q, 并 决定 Galois 群 
Gal(E/Q). 
解 ” 因为 


太一 1=(z 一 1)(z 十 1)(z2 十 1)(z4 十 1 


故 五 =Qiv2), 从 而 [2 :Q|=4. 因 zs 一 1e QI[z] 无 重 根 , 故 |Gal(8/F)|=4 
且 Gal(B/F) = {0o0 = id,01,02,03} = Ks4 (Klein 四 元 群 ), 其 中 cl :V2 一， 
V2, ii; 00: V2 V9, i i; gs: VI Vy, ji， 一 i. 加 


83 ”有限 域 的 结构 

知识 要 点 : 

由 于 有 限 域 在 理论 和 应 用 上 的 重要 性 , 我 们 分 三 节 详 细 讨论 . 

有 限 域 的 结构 定理 : 有 限 域 的 特征 为 素数 p; 它 是 素 域 Z 上 的 m (n < co) 
维 线性 空间 , 从 而 | 了 | = p”; FF 的 加 法 群 是 ”个 p 阶 循环 群 的 直 和 ; 其 乘法 群 是 
p” 一 1 阶 循环 群 , 从 而 玉 是 Z, 的 单 扩 域 Z,(w), 其 中 是 Z 上 的 n 次 代数 
元 并 恰 是 多 项 式 z? 一 xz € Zo[z] 的 p" 个 根 作成 的 集合 , 又 恰 为 z?” 一 zx & Zz 
在 Zp 上 的 分 裂 域 ; 从 而 p" 元 域 总 存在 , 旦 在 同 构 意义 下 唯一 . pn 元 域 下 的 自 
同 构 群 恰 为 Galois 群 Gal(/Z,): 它 是 由 Frobenius 自 同 构 a ->* az 生成 的 n 阶 
循环 群 . 

有 限 域 的 具体 构造 : 构造 一 个 p" 元 域 , 只 要 而 且 必 须 找 到 Z。 上 的 一 个 n 
次 ( 首 1 ) 不 可 约 多 项 式 f(z); 然后 取 其 一 个 根 wu, 就 得 到 (唯一 的 ) pr 元 域 
= Zp(u) (于 是 , F 的 加 法 和 乘法 结构 便 自然 地 确定 . 例如 , 其 乘法 由 f(v) = 
决定 ). 
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有 限 域 的 子 域 : pz" 元 域 的 全 部 子 域 为 zm 元 域 , 其 中 mm 取 遍 n 的 正 因 子 . 特 
别 地 , 2m 元 域 只 有 唯一 的 zm 元 子 域 : 这 里 的 唯一 性 是 指 集合 意义 下 的 . 

Wedderburn 定理 : 有 限 体 是 域 . 

以 下 用 态 表示 g 元 域 , 用 Fr 表示 的 乘法 群 F, _ {0}, 其 中 g 为 素数 7 
的 寡 . 特别 地 , ,= Z，. 


3.3.1，(1) 列 出 Z。。 上 全 部 次 数 小 于 5 的 不 可 约 多 项 式 . 

(2) 列 出 Za 上 全 部 二 次 不 可 约 多 项 式 . 

解 (1) Z2|z] 中 次 数 小 于 5 的 不 可 约 多 项 式 为 Z，z 二 1，22 二 Z 十 1，23 十 Z 十 1 
2 计 靖 于 二 站 车 有 和 

(2) Zas[z] 中 二 次 不 可 约 多 项 式 为 zZ2 十 1，2Z2 二 Z 二 2，22 二 27 十 2，2z2 十 2， 
222 十 2 十 1， 2z2 十 Z 十 1 . 国 


3.3.2， 构 作 一 个 8 元 域 , 并 指出 它 的 加 法 法 则 和 乘法 法 则 . 
解 ” 令 尺 是 Z|z| 中 三 次 不 可 约 多 项 式 za +z+L 的 一 个 根 , 则 Zo(w) 是 8 
元 域 : 
Z2(u) = {a+ but cu |a,b,c eZ) 
= {0, 1 一 MU Ui+l1=w, 42 ， 
2 十 1 一 U wu=u, w+ ut+1 = ww)}, 
这 个 表达 给 出 了 Z2(w) 的 乘法 法 则 , 它 由 ww = w 十 1 确定 ; 其 加 法 按 (ai 十 


biu 十 clu2) 十 (aa 十 bu 十 cau2) = (a1 + a2) + (01+ bo)u + (ci 十 cz)uw5 运算 , 其 中 
《6 b;, ci E bo, = 1,2. 加 


3.3.3， 给 出 9 元 域 Za(w) 和 9 元 域 Z3(v) 之 间 的 一 个 同 构 , 其 中 必 和 v 分 
别 是 Zas[z] 中 多 项 式 zz +1 和 2 上 +z+2 的 根 . 
解 因 


C2 0 ee 平 攻 于 2 三 0 
故 v 十 2 在 Za 上 的 极 小 多 项 式 也 是 十 1. 从 而 有 域 同 构 
f Z3(u) ee Z3(v 十 2) 一 Z3(v), 


其 中 f(a) = a, Vae Zs, fl(u)=v+2. 
注意 : 因 w 和 w 在 Z3 上 的 极 小 多 项 式 不 同 , 所 以 不 存在 域 同 构 g : Zs(w) 一 
Z3(v) 使 得 g(w) = 于 
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3.3.4，(1) p? 元 域 = Zp(w) 中 的 是 否 一 定 是 乘法 循环 群 F* 的 生成 元 ? 

(2) 奢 n 和 2" 一 1 均 是 素数 , 2" 元 域 Za(uw) 中 的 元 v 是 否 一 定 是 其 乘法 循 
环 群 的 生成 元 ? 

解 (1) 未 必 ， 例 如 , 令 wv 是 z? 十 1e€ Zslz]| 的 一 个 根 , 则 wt = (w2)? = 
(-1 =1. 故 v 不 是 9 元 域 Zas(w) 乘法 群 的 生成 元 . 

(2) 一 定 是 : 因为 此 时 乘法 群 (Zo(w))* 是 素数 阶 循环 群 , 故 其 任 一 非 单位 元 
的 元 均 是 生成 元 . 因 w 关 1, 从 而 v 是 生成 元 . 固 


3.3.5，[z] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 f(x) 称 为 Fl[z] 中 的 n 次 本 原 多 项 
式 (注意 : 这 里 的 本 原 和 2.5 节 中 本 原 的 意义 完全 不 同 ), 如 果 f(x) 的 某 一 根 v 
是 域 丈 (w) 的 乘法 循环 群 的 生成 元 . 

(1) 证 明 +z+1l 为 Zaz[z] 中 本 原 多 项 式 . 

(2) 列 出 16 元 域 Zz(w) 中 (唯一 的 ) 4 元 子 域 Fi 的 全 部 元 , 这 里 以 是 六 十 
Zz 十 1 € 2Z2[7x| 的 一 个 根 . 

(3) 求 出 久 在 4 元 域 上 的 极 小 多 项 式 . 

证 (1) 设 4 是 xz4+x+1 的 一 个 根 . 显然 w，w?，w3 均 不 是 1，wv4 = w+1 大 1 
uw” = +uz1l, v=w t+wuzl, u' = +u+lz¥z1l, uo=u+lz¥1, w= 
Ww +tu@zl, uv =i+tutl#zl, ul =utwturl, u2 =u tu i+ut+1l1, 
一 好 十 二 1 关 1，uw4= 妇 二 1 关 1，uw5 二 1. 因此 ,ww 是 Z2(u) 的 乘法 群 的 
生成 元 . 

(2) Fa = {0, 1, wu?, wo}. 

(3) 2 + z+u € Falzl. 加 


3.3.6，(1) 证 明 x 和 十 坟 十 2 十 Zz 十 1 为 Zo[z| 中 不 可 约 多 项 式 但 不 是 本 原 多 
项 式 . 

(2) 令 忆 为 2 十 如 十 如 十 Zz 十 1€ Z2[x] 的 一 个 根 , 试问 五 6 = Z2(w) 中 哪些 
元 是 刻 6 的 乘法 群 的 生成 元 ? 

证 (1) 设 十 码 十 刀 夺 4 十 1 = 二 0, 则 ws5=1. 因此 wt 十 如 十 2 十 wu 十 1 不 
是 本 原 多 项 式 

(2) Fie 的 乘法 生成 元 有 wp(15) = 8 个 , 它们 是 


十 1，?2 十 也 ， w 十 1， wu 十 十 1， ye 3 十 凡 ， 十 十 1，w 十 wu 十 久 . 济 


3.3.7， 设 太 为 gq 元 域 , gq = p",p 为 素数 , 矿 是 Aut( 了 ) 的 mm 阶 子 群 ,KK = 
{a E 了 厂 | 对 每 个 a e 五 , a(a) = a}. 求证 : 
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(1) mm 

(2) K 是 下 中 唯一 的 pm 元 子 域 

证 (1) 因 Aut(f) 是 nn 阶 群 ， 五 是 Aut(m 的 mm 阶 子 群 , 故 由 Lagrange 
定理 知 m | n. 

(2) 因 Aut(F) = (o) 是 n 阶 循环 群 , 其 中 cx(o) = a?, Va Ef, 故 Aut( 忆 ) 的 
m 阶 子 群 只 有 一 个 , 即 瑟 = (o 闪 ). 因此 由 K 的 定义 知 


oe” aa. 
因此 天 是 下 的 pm 元 子 域 , 从 而 是 下 的 唯一 pm 元 子 域 . 出 
3.3.8， 求 证 : 


(0. Bn Sa 

(2) 设 Pn 2 Fn, 令 G= {oe€Aut(Frn) | 对 每 个 ae mn, o(a) = a), 则 
G 是 n/m 阶 循 环 群 . 

证 (1) 硅 m|n, 则 zz? 一 z 的 根 均 为 z?” 一 z 的 根 , 从 而 名 m C or. 反 
pa Pm 是 Fi% 的 子 群 , 因此 (p71)| (p71). 令 n=m++r,0<r<m, 则 
天 过 
迫使 +=0, 即 m | 7. 

(2) 首先 易 证 G 是 Aut(r) 的 子 群 . 而 Aut(Fn) = (0o) 是 n 阶 循环 群 , 其 
中 o(a) = op，va € Fn. 我 们 断言 G = (o”"), 从 而 G 为 一 阶 循环 群 

事实 上 , mn 恰 是 z? 一 z 的 p" 个 根 , 故 (om™m) < G. 大 Gz (o"™), 则 
CS tim,tAAm. 则 oa 二 a, Va € Pm, 从 而 Pm Cr 这 与 1+<m 
矛盾 . 圈 


3.3.9， 求 证: 代数 封闭 域 必 是 无 限 域 . 

证 否则, 设 F 是 p? 元 代数 封闭 域 , 则 已 是 多 项 式 zz 一 z 的 pr? 个 根 的 
集合 . 男 一 方面 , 设 马 是 下 上 多 项 式 zz -7zZ 在 已 上 的 分 裂 域 , 其 中 mm > m. 令 
w 是 pm 一 1 次 本 原单 位 根 , 则 we 五 是 已 上 的 代数 元 . 从 而 由 代数 封闭 域 的 定 
义 知 we F, 于 是 w? -1=1. 这 与 w 是 pm 一 1 次 本 原单 位 根 不 合 . 病 


3.3.10*， 求证 : 域 尺 是 有 限 域 当 且 仅 当 不 的 乘法 群 F* 是 循环 群 . 

证 熟知 有 限 域 的 乘法 群 是 循环 群 . 反之 , 设 F* = (w) 是 循环 群 , 则 F* 必 
是 有 限 循环 群 , 从 而 玉 是 有 限 域 . 否则 , F* 中 任 一 元 a (a 关 1) 的 乘法 阶 必 为 无 
限 . 但 (-1)? = 1, 故 下 的 特征 为 2. 因 v+1 关 0, 故 v+1l1e Re = (w), 于 是 
u 十 1 = 二 vw", 即 久 是 下 的 素 域 Za。 上 的 代数 元 . 从 而 已 = Z2(w) 是 有 限 域 . 矛盾 ! 

加 
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9 设 a,be For,n 是 奇数 . 若 ao2 十 好 +o=0 则 ac=5=0. 

证 设 Fon = Zo(w), 其 中 必 是 循环 群 Fx, 的 生成 元 . 设 2 十 中 十 ab = 0 
并 假设 a,b 之 一 不 为 零 , 则 由 题 设 c 尖 0 尖刀 有 是 az#b. 从 而 a= wi, 5= wi,iz 
DT El 由 2 十 如 十 ob 二 0 即 可 推出 存在 t 使 得 wz 4 岂 +1=0,， 
其 中 1 < t < 2" 一 1. 这 表明 wt 在 Z。 上 的 极 小 多 项 式 为 x? 十 xz 十 1 (这 是 因为 
vt 关 1). 于 是 


Nn 一 |Z2(u) , Z| 一 [Z2(u) 。 Z2 (uv )][Z2 0) Zo| 一 2|Z2(V) Zo (u'). 
这 与 n 是 奇数 相 矛 盾 ! 顺 


3.3.12*， 设 五 是 有 限 域 , o,p e F*. 求证 : 对 每 个 ce ,方程 oz2 十 by2 = c 

特别 地 , 有 限 域 的 任意 元 均 可 写成 两 个 元 的 平方 和 . 

证 即 要 证 对 任 一 ae F* 和 be 了 ,方程 十 ay? = 在 已 中 均 有 解 (zy 

设 char 玉 = 2, F* = (w), 且 不 妨 设 b= wi. 若 i 是 偶数 , 方程 2 十 0 =b 
在 下 中 有 解 (wu3,0). 若 i 是 奇数 ,方程 z2 + ay2 = 在 已 中 有 解 (wu 一 ,0). 

下 设 charF = p 关 2. 寿 结 论 不 成 立 , 即 存在 we F* 和 be F 使 得 x? = 
b 一 ay? 在 下 中 无 解 . 令 Q1={z?2|zerF},0={0-ayg|yer}. 

和 站 和 完 计算 |Qi|. 设 下 = fo ,uv 注意 到 |f| -1 是 偶数 ， 故 


0 = {0 |1<i< EE 上 由 此 知 


ls 


FI—1 
= 一 二 


又 因为 到 一 8 一 oa22 给 出 了 91 到 9 的 一 个 一 一 映射 , 因此 


ol=lol= 二 一 +1 
而 = 一 oa 在 下 中 无 解说 明 Dimos = 8g， 从 而 P22 (E+!) 


五 | 十 1. 矛盾 . 


3.3.13*, 设 五 = 也, (n,9)=1, 电 为 x 一 1 在 上 的 分 裂 域 . 求证: [5 :本 
是 满足 n|(q* 一 1) 的 最 小 正 整数 . 

证 设 [B: 丰 =%, 则 |E|= |Fl= gt,|B*|=g 一 1. 因 (n,g)=1, 故 
zi 一 1 无 重 根 , 从 而 z7? 一 1 的 nn 个 根 作成 n 阶 循环 群 . 设 w 是 这 个 循环 群 的 一 
个 生成 元 , 则 E = FF(w), w EE Bx*, 从 而 nj(q* 一 1). 
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设 n|(g 一 1), 则 wr -1=1, 从 而 weE .又 下 = 三 CF, 故 BC Fh:. 于 
是 k= [BB: 卫 << [fy :了 = s, 即 [EB :| 是 满足 nl(q* -1) 的 最 小 正 整数 ， 硬 
3.3.14*， 设 ce 天 ,mm 为 正 整 数 . 则 
(1) 方程 zm = c 在 为 中 有 解 当 且 仅 当 cms 六 = 1 
(2) 硅 x"m=c 在 五 En 它 恰 有 (g 一 1,m) 个 解 . 
(3) Fo I 个 元 c, 使 得 方程 x™ = c 在 F, 中 有 人 解 . 
(4) 


4) EF, a 中 某 一 元 的 m 次 戎 当 且 仅 当 (g 一 1,m)=1. 
证 (1) 厂 ue 是 zx"m =c 的 解 , 则 


pe 一 (um 一 (WLm) ) (=) 一 1]. 


反之 设 ca -1 因 和 世故 存在 Lt eZ 使 得 
(gq — 1,m) (gq— 1,m) 
9 一] 


1 +t 二 1, 从 而 cfm = c. 男 一 方面 , 设 v 是 Fr* 的 生成 元 ， 
(gq — 1,m) (gq — 1,m) 


则 由 1 = ct = wt 可 知 (g 一 1) | 
得 SS 一 s'(g Te 1,m). 从 而 


RE et. A 于 是 有 s'e Zz 使 
(gqg— 1,m) 


(ui )m = (uts (hm) ) tim 一 ct = 6, 


即 wts 是 zm = 的 解 . 

(2) 设 v 是 zm =c 在 刻 中 的 一 个 解 , 则 方程 zm = ec 成 为 (v-1ix)™=1. 
故 即 要 求 zm = 1 在 五 中 解 的 个 解 . 存在 1,t eZ 使 得 1(q 一 1)+tm = (g-1,m), 
aq 二 1, Va€ 盛 , 从 而 xz™ =1 在 包 中 解 均 为 方程 zt =1 在 瓦 中 
解 , 反之 亦 然 . 设 g=p". 故 p 与 (g 一 1,m) 互 素 , 从 而 z-5 =1 在 书 中 解 
作成 Fr 的 (g 一 1,m) ae 从 而 z=c 在 包 中 有 (g 一 1,m) 个 解 . 


(3) FY 中 恰 有 个 元 o 使 得 cms 二 = 1. 由 (1) 即 知 Fx 中 恰 有 
本 元 ec， 使 得 方程 z™m 二 c 在 中 有 人 解 . 
(4) 车 瓦 中 任 一 元 均 是 已 中 某 一 元 的 m 次 宕 , 则 由 (3) 知 一 2 一 = 


(dg 一 1,m) 
gb 即 (g-bm) = 反之 车 (f1 网 = 工 则 严 中 任 - 元 < 满 图 ca 一 1 
中 有 一 元 的 m 次 震 . 立 


3.3.15*， 设 gq 为 系数 宕 , 求证 : 
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(1) 有 限 域 的 所 有 元 之 和 为 零 , 其 中 g 大 2 

(2) 设 g 一 1= ds，d,s 均 为 正 整数 且 s > 1, 则 Fx (唯一 ) 的 s 阶 子 群 的 所 
有 元 之 和 为 零 . 

(3) 设 m 为 正 整 数 , 则 


om 一 i (g—1) Im, 
2 | 0， (dg 一 了 fm 
证 (1) 因 xa--7z= [I (z 一 a), 由 根 与 系数 的 关系 知 一 > a 恰 是 这 个 多 


aEFoa aEF, 
项 式 中 z2-1 的 系数 . 而 当 gqg 关 2 时 , za -7z 中 zx-1 的 系数 为 零 . 由 此 证 得 . 
(2) 设 久 是 FY 的 生成 元 ( 即 v 的 乘法 阶 为 g 一 1), 即 要 证 > ud = 0. 


0<i<s—1 


由 题 设 知 g > 2, 重 整 和 式 >》 Q : 


QELa 


0 = > Q 一 1 十 人 十 2 十 .十 2? 
a€EFs 
二 
F(T 生生 村 
TI 二 久生 Wd!) 
J 
人 


二 和 uc 一) 


d 
因 er 元 1 十 wd 十 w24 十 :… 十 us-D4==0. 
uO— 1 


ja"= > "= > 1=g-1=-l. 


QEZa QETE7 a€EFo 


设 (g 一 1)1m. 利用 带 余 除法 及 a9-! = 1, Yae FY, 不 妨 设 m<gq--1. 从 


而 d= (ql1,m)<gq—1,s= 9 一 - 

(gq 1,m) 
令 ( 谍 )"= {a™ |ae 局 }, 则 (rf2*)m 是 循环 群 Fx = (w) 的 子 群 , 且 其 阶 为 

ql x (机灵 = (wd) = {1,vd,. 1}. 于 是 由 (2) 知 》 w=0. 


(g 1,m) O0<i<s—1 


>1,g—1= ds. 
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另 一 方面 , 考虑 群 的 满 同 态 r: Fr (PrJjm， 其 中 r(a) = am. 则 Ker 7 是 
ke 的 d 阶 子 群 , Ker x = 人 We 有 旦 有 隧 集 分 解 


Fr = (J u' Ker x. 


l<i<s 


因此 
> We >》 n(a)=4d > (vu’) 
aEFoa a€E Fe l1<i<s 
—4d >》 c=4d > C 
ec cE(ud) 
| >», ud = 0. 图 
O0<i<s—1 
84 有 限 域 上 的 不 可 约 多 项 式 
知识 要 点 : 


有 限 域 记 " 的 构造 归结 为 Z 上 n 次 不 可 约 多 项 式 的 构造 . 如 何 得 到 Z。 上 
的 n 次 不 可 约 多 项 式 ? 一 般 地 , 如 何 得 到 fF 上 的 n 次 不 可 约 多 项 式 ? 这 样 的 多 
项 式 一 般 当 然 不 止 一 个 , 它们 之 间 有 何 关系 ? 

有 限 域 上 的 不 可 约 多 项 式 有 深入 的 理论 和 算法 , 已 超出 本 书 的 范围 . 这 里 仅 
涉及 其 中 部 分 比较 基本 的 问题 

以 下 用 态 表示 g 元 域 , 其 中 9 为 素数 的 寡 . 


3.4.1， 对 每 个 正 整 数 n， 厂 |z] 中 必 存 在 n 次 不 可 约 多 项 式 . 
证 总 存在 gq"? 元 域 B: 是 z9 -x ee [xz] 在 互 上 的 分 裂 域 , 是 EE= F,(v). 
于 是 在 五 上 的 极 小 多 项 式 就 是 Fy[z] 中 的 n 次 不 可 约 多 项 式 . 图 


3.4.2*， 多项式 za 一 z 是 Fi[z] 中 所 有 次 数 整除 ”的 不 可 约 首 1 多 项 式 的 
乘积 . 

特别 地 , Fh 上 任 一 n 次 不 可 约 首 1 多 项 式 均 是 x9” 一 z 的 次 数 最 高 的 不 可 
约 因 子 . 

证 记 五 为 多 项 式 z? 一 z 在 Ff 上 的 分 裂 域 , 则 互 恰 是 ze -zz 的 om 个 
根 作成 的 域 . 设 g(x) 是 [zx] 中 的 首 1 a 次 不 可 约 多 项 式 , 并 设 wu 是 g(x) 的 一 
个 根 , 则 9(z) 是 v 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 , 从 而 |Fj(w)| = 9 于 是 


9g(Z)|(z2 一 了 7) uu 一 人 = 0 < 全 VE 也 < 全 玉 ( CE 及 < 人 > dm (*) 


将 f(z) := zx? 一 z 分 解 为 [zx] 中 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 因 f(x) 首 1, 故 不 
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妨 设 这 些 不 可 约 因子 均 首 1. 因 f(x) 无 重 根 , 故 这 个 分 解 中 每 个 不 可 约 因 子 的 
重 数 均 为 1. 

由 (*) 式 , f(z) 的 每 个 不 可 约 因 子 的 次 数 整除 n; 再 由 (*) 式 , |z] 中 任 一 
次 数 整 除 n 的 首 1 不 可 约 多 项 式 是 f(x) 的 因子 , 从 而 |z] 中 所 有 (两 两 不 同 ) 
的 次 数 整 除 ”的 首 1 不 可 约 多 项 式 的 乘积 也 是 f(x) 的 因子 . 于 是 f(x) 恰 是 
|z] 中 所 有 次 数 整 除 ”的 不 可 约 首 1 多 项 式 的 乘积 . EE 


3.4.3. 设 f(z) 是 包 [z] 中 nn 次 首 1 不 可 约 多 项 式 , wv 为 f(z) 的 一 个 根 . 则 

(1) f(z) 共有 个 彼此 不 同 的 根 : wv, v9,.…., ur . 

(2) n 是 使 得 ve -1 = 1 的 最 小 正 整数 . 

(3) 设 1 是 久 的 乘法 阶 , 则 n 是 使 得 1 | om -1 的 最 小 正 整 数 ; 且 f(z) 的 任 
一 根 的 乘法 阶 均 为 /. 

证 (1) 因 包 中 元 a 均 满足 aa = a, 从 而 对 任 一 正 整数 t+ 均 有 ar = oa 
于 是 

Fl j= 0 0 =0, 


即 v，v9,， .… ，uw9" 均 是 f(x) 的 根 . 而 且 w, wa,…, ws” ”两 两 不 同 : 否则 存 
在 1<i<jijn 一 1 使 得 (ur < = wd 一 wu = 0, 从 而 ur “-1 = 1, 于 是 
(wu) 是 9 一 元 域 的 子 域 . 但 Fj(w) 是 gq" 元 域 . 矛盾 ! 

(2) u € (vu) (wv) 是 gq"? 元 域 , 故 u -1!=1. 大 uu -1=1， 
m 为 正 整 数 , 则 属于 za -7z 在 机 上 的 分 裂 域 ,于 是 忆 (w) C EE, 从 而 
=F <IBl= gm 故 n<m. 

(3) 由 wv? -1==1 即 知 1 gq7* 一 1. 吞 1g" 一 1,m 为 正 整数 , 则 wr” -1=1. 
与 上 有 段 同样 的 证 明知 n < m. 

最 后 , f(z) 的 任 一 根 形 如 ud ， 1 <i<n--1. 因 (gi,1) =1, 故 wr 的 乘法 阶 
= a 


3.4.4， 求证 : x5 一 z 十 1 是 Zs[z] 中 的 本 原 多 项 式 . 

证 因 xz5 一 z 填 1 无 根 在 Zs 中 , 故 x 一 zx 十 1 在 Zs[z]| 中 无 一 次 因子 ; 又 因 
Zs[z] 中 次 数 为 2 的 首 1 不 可 约 多 项 式 为 z2 上 +1，z2 上 +z+2，22+2z+2; 它们 
均 非 x5 一 zy 十 1 的 因子 . 从 而 x 一 z 十 1 是 Zs[x] 中 的 不 可 约 多 项 式 . 

设 久 是 xz 一 zz 十 1 的 一 个 根 , 即 要 证 wv 的 阶 1!=33 一 1. 因 1|33 一 1 (参见 
题 3.4.3(3)), 且 1 > 5, 故 1 的 可 能 值 为 11,22,121,242. 由 w=w 一 1 知 


uu = uw ) =uu m1) #1; 
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us = 4) = v1 =w uo 1 1)3= (v1)wv(u 一 1 
= Dw) = Du -1-w) #1 


(wu — 1)*’ | 
(一 1)3 vl’ 


121 到 u (wu )*4 二 ul(u 四 二 
而 


vu =u 0 = 1 = 1 (1) = vv 1 1) 


= 一作 一 1 一 2 一 1 = -+1 1 = (v1) = 2 + 2 +2, 
uu 1)=2 +2 +iu=2u 1)+2w +u= 2 — 1). 
于 是 u ?1 = 2 关 1. 综 上 所 述 , wv 的 阶 为 1 = 242. 这 就 是 所 要 证 明 的 . | 


3.4.5*. (1) 设 f(z) 是 厂 [xz] 中 次 首 1 不 可 约 多 项 式 . 和 若 /1z) 的 一 个 根 
u 为 域 fj(w) 的 乘法 循环 群 F#(w) 的 生成 元 , 则 f(z) 的 每 个 根 也 都 是 Fx*(w) 的 
生成 元 . 

(2) folz] 中 nw 次 首 1 不 可 约 多 项 式 f(x) 称 为 [xz] 中 的 n 次 本 原 多 项 
式 , 如 果 f(z) 的 某 一 根 v 是 域 FR(w) 的 乘法 循环 群 的 生成 元 . 证 明 [x] 中 共 
有 一切 个 n 次 本 原 多 项 式 , 其 中 p(n) 是 Buler 函数 ( 即 p(n) 是 小 于 n 的 
正 整 数 中 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ). 

证 ” (1) 硅 久 是 (wv) 的 乘法 群 的 生成 元 , 则 ww 的 乘法 阶 为 om -1 而 
ql<tgn-l1) 与 q" -1 互 素 , 故 w,…, wu” 均 为 gr 一 1 阶 元 , 从 而 均 是 
循环 群 F*(w) 的 生成 元 . 由 题 3.4.3(1) 知 wu, wu,…, u4” ”是 f(z) 的 全 部 的 两 
两 不 同 的 根 . 故 f(z) 的 任 一 根 均 是 F*(w) 的 生成 元 . 

(2) 设 包 Hlz] 中 共有 + 上 个 次 本 原 多 项 式 , 它们 均 为 多 项 式 x9 一 xz 的 因子 . 
设 马 是 x9 一 zz 的 根 集 作成 的 gq? 元 域 , 则 的 乘法 循环 群 B* 有 olw 一 1) 个 
生成 元 . 

由 (1) 知 琴 [zx] 中 每 个 mn 次 本 原 多 项 式 的 所 有 根 均 为 EB* 的 生成 元 ， 而 
E* 的 任 一 生成 元 均 是 [zx] 中 某 一 n 次 本 原 多 项 式 的 一 个 根 , 从 而 B* 共有 nt 
个 生成 元 (注意 到 两 个 不 同 的 n 次 本 原 多 项 式 互 素 , 从 而 没有 相同 的 根 ). 由 此 
即 得 . 区 


3.4.6*， 求 证 : 当 n> 3 时 , z2 十 z 十 1 是 Zzx| 中 可 约 多 项 式 . 
证 春 z2 十 x 十 1 是 Zz[z| 中 不 可 约 多 项 式 , 则 |Z2(w)| = 22”, 其 中 尽 是 
72 十 ZX 十 1 的 一 个 根 . 从 而 2” =v 二 1, 故 


D27 


=(2) =u+1) =u +1=. 
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这 表明 v 属于 227 元 域 . 但 22 元 域 中 任 一 元 在 Z。 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 小 于 
或 等 于 2n, 因此 


从 而 n < 2. 因此 , 当 n>3 时, x? +Zz+IL 是 Z2[z] 中 可 约 多 项 式 . 天 


注 称 形 如 成 , = 22 十 1 的 整数 为 Fermat 数 . 已 知 , 看 , 了 ,Fy = 257, y= 
65537 均 为 素数 :但 Fy = 641 x 6700417. 
3.4.7*. Mobius 函数 4 : N 一 ， {0,1, 一 1} 定义 如 下 : 


1, 在即 = 1 
Hu(n)= 0， 厂 n 被 素数 的 平方 整除 ， 
(-1)"， 若 n 是 7 个 互 异 的 素数 之 积 . 


则 
(1) 4 是 积 性 函数 , 即 : 大 n 和 m 是 互 素 的 正 整数 , 则 jmn) = jm)n(n). 
(2) 对 于 任 一 正 整 数 n 有 
nN ] ， 1 
2 40 Da) ~ n>1. 
(3) (M6bius 反 演 律 ) 设 五 和 均 为 正 整数 集 N 到 Abel 群 G 的 映射 (G 
的 运算 用 加 法 表示 ). 若 


H(n)= > _h(d), vneN, 
dln 


h(n) = Sh (=) H(d) = Y (dH (=) , YneN: 


dln dln 
反之 亦 然 . 
证 (1) 根据 定义 分 情况 讨论 易 得 . 
(2) 不 妨 设 n > 1. 设 pi,… ,pm 是 n 的 全 部 两 两 不 同 的 素 因 子 , 则 


>》 Hg=AD+ > HT >》 Hpipj) 二 十 MD pm) 


dlm 1&ig&m 1&i<j&m 
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(3) 设 有 H(n) = 》h(d), Yn e N. 则 对 于 n 的 每 个 正 因子 4 有 H(d) = 


dln 
>》 js)， 从 而 
sld 
(0) #0 =) 
dln dln sld 
> a 
-Fu (9® 
sn d, sldin 
= 2_h(s) ,4 日 
sin 2 
= 》 Ph(s)A(s) 
sin 
其 中 由 本 题 (2) 可 知 
" 1， 若 4 | 
和 (s) = 盖 | = 
ek | 0 若 二 关 工 
从 而 
2 (5) H(d) = An 
有 反之 , 同 理 可 证 . 圈 


3.4.8*， 求 证 : 有 限 域 页 上 nn 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 个 数 N,(n) 为 


1 n 1 
Naln) = 70) = Dr (5) 0 
dln dln 
证 将 题 3.4.2 的 结论 写成 zf 一 x = [| |[ f(z), 其 中 户 表示 [x] 中 
dln f(x)EPa 
d 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 集合 . 两 边 取 次 数 得 到 g" = 》 dNa(q). 
dln 

令 五 :N 一 2 为 由 HH(n) = gq" 给 出 的 映射 ,h:N 一 > 忆 为 由 h(n) = nNa(n) 

给 出 的 映射 , 则 由 Mabius 反 演 律 即 得 


nNa(n) = > nu(d)q# = >》 (=) gq”. 国 


d|7 dln 
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注 ”一 个 目 然 的 问题 是 : 对 于 哪些 g 和 n, 上 的 n 次 首 1 不 可 约 多 项 式 
均 为 本 原 多 项 式 ? 换言之 , 对 于 哪些 g 和 n, gq" 元 域 (vw) 中 的 元 v 一定 是 乘法 
群 Fr (u) 的 生成 元 ? 

这 等 价 于 问 : 对 于 哪些 4 和 mu Nu(n) = 纤 人 -二 也? 因为 Puler 函数 


故 上 述 问题 转化 为 : 对 于 哪些 g 入 
2ndqi =(q -1) >》 Ee 


dln dl(gq™—1) 

若 gq = 2, n = p, 其 中 p 为 素数 , 且 2? - 1 是 素数 , 则 E[zx] 中 wp 次 首 1 不 
可 约 多 项 式 必 为 轧 [z] 中 的 p 次 本 原 多 项 式 . 除 此 之 外 , 是 否 还 有 这 样 的 情形 ? 

形 如 Mo = 2? -1 的 数 , 其 中 p 为 素数 , 称 为 Mersenne 数 . 容易 证 明 形 如 
m" 一 1 的 素数 必 为 Mersenne 数 , 其 中 m,n 均 为 大 于 1 的 整数 . 

85 有限 域 上 的 线性 代数 

知识 要 点 : 

数 域 上 的 线性 代数 可 以 目 然 地 推广 到 一 般 域 上 . 所 以 , 也 有 有 限 域 上 的 线性 
代数 理论 . 由 于 有 限 域 的 特殊 性 , 有 限 域 上 的 线性 代数 产生 出 新 的 有 趣 的 现象. 

本 市 内 容 或 许 不 属于 近世 代数 的 经 典 内 容 , 希望 带动 研讨 的 气氛 . 读者 可 以 
作 更 多 的 探讨 . 

以 下 用 玉 表示 gq 元 域 , 其 中 gq 为 素数 的 帘 . 


3.5.1， 以 下 方 阵 的 集合 


0 
C Re 
1 


C2 0 
OQ 


对 于 矩阵 的 乘法 作成 93 阶 非 Abel 群 . 
证 ”直接 验证 . 图 


3.5.2*， 求 有 限 域 上 mm (m > 1) 次 一 般 线性 群 GL,,() 的 阶 . 

解 事实 上 , Ff 上 任 一 m 阶 和 矩阵 M 可 逆 当 且 仪 当 其 行 向 量 oi,… ,am 是 
杞 - 线性 无 关 的 , 当日 仅 当 其 第 一 个 行 向 量 ai 关 (0,… ,0) 和 且 第 i 个 行 向 量 a 
不 是 前 i 一 1 个 行 问 量 al ,Qi_1 的 Foe- 线性 组 合 , Vi, 2 <i<m. 
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因此 , 可 逆 和 矩阵 M 的 第 一 个 行 回 量 ax 有 gq™ -1 种 取 法 ( 即 al 不 能 
(0,… ,0)); 第 二 个 行 回 量 a。 有 om -9 种 取 法 ( 即 as 不 能 取 aai, a € 了 ); 
等 等 ; 第 m 个 行 癌 量 ww 有 号 一 g™-1 种 取 法 ( 即 ww 不 能 取 aiai 十 .… 十 
Qm—-1Qm-—1, Q1,.'' ,QOm—1 和 F,). 从 而 得 到 he 上 mn 阶 可 逆 和 矩阵 的 个 数 ， 也 就 是 
一 般 线 性 群 GZn( 瓦 ) 的 阶 : 


(gqg™” —1)(g™” —9q):…(g™”—gq™). 国 


3.5.3*， 求 有 限 域 上 m (m > 2) 次 特殊 线性 群 SLm() 的 阶 . 
解 考虑 由 行列 式 映射 给 出 的 群 的 满 同 态 det : GLm(y) 一 ,这 个 满 
同 仿 的 核 为 SLm(fy). 因此 由 群 同 态 基 本 定理 知 Fx 宕 GLm(fy)/SLm(Fy), 从 而 


GLm (Fa) 
ISLm(Fa)| 


再 由 题 3.5.2 的 结论 即 知 特殊 线性 群 SL (本 ) 的 阶 为 


=|F |=g—1. 


gm i(g™ —1)(g™ -9g):…(g™ —g™). 图 


3.5.4*， 证 明 有 限 域 fh 上 m (m > 1) 维 线性 空间 V 有 s 组 (两 两 不 同 的 ) 
基 , 其 中 
heh | ee ent ge, 
ml! 
证 首先 回顾 定义 :V 的 两 组 基 v1,… ,vm 和 wi,:… ,um 称 为 相同 的 , 如 果 
作为 V 的 子 集 有 {v1,… ,vm} = {wi ,Um}. 


今 


mW={fo oneyrx: xlo ,vm 是 V 的 一 组 基 }， 


则 六 有 s 组 (两 两 不 同 的 ) 基 , 其 中 
_ 9 
ml! 
男 一 方面 , 由 线性 代数 易 知 |Q| 恰 为 上 的 m 阶 可 逆 和 矩阵 的 个 数 . 于 是 由 
题 3.5.2 知 


S 


ee Ci Ni os iat a 
3.5.5， 有 限 域 已 。 作 为 其 子 域 P， 上 的 线性 空间 , 有 多 少 组 (两 两 不 同 的 ) 
基 ? 
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解 请 注意 玉 。 是 已 。 上 的 m = 了 维 线性 空间 . 令 g = me, 由 题 3.5.4 知 


,有 
go (a (0 
ml 
组 (两 两 不 同 的 ) PF ,- 基 . 加 


3.5.6*， 求 证 : 有 限 域 玉 上 m (m > 1) 维 线性 空间 Y 的 t(1<t<m) 维 
子 空 间 的 个 数 为 
(g™ —1)(g™ ~ 9q):…(g™ — gi!) 
(gt ~—1)(g: ~— gq)... (gt — qt!) 


Qo= {wi ,Ww EVXLxV| wi,…,w 十 Feo- 线性 无 关 的 向 量 }， 
并 令 Ti 是 V 的 t 维 子 空间 的 集合 . 考虑 映射 
span : GQ 一 一 工 ,， 


对 于 (wa ,wt) € Q4,span((wi,… ,wt)) 定义 为 以 wi,… ,wt 为 基 的 t 维 五 - 
线性 空间 . 品 然 span 是 满 射 . 

设 W eTi, 考虑 W 关于 映射 span 的 原 像 的 集合 span-1(W). 由 线性 代数 
不 难看 出 span-!:(W) 惟有 GZ( 杞 )| 个 元 . 由 题 3.5.2 知 


span (W)| = (gq — 1)(q: — gq):… (gq: — gq'™). 
太一 方面 , 由 线性 代数 也 容易 看 出 |Q,| 恰 为 fF 上 的 秩 为 t 的 tx m 和 矩阵 的 
个 数 . 按照 题 3.5.2 的 证 明 方 法 可 知 这 个 个 数 为 
(@ slg sg sy 
因为 


Qe = 2 lspan '(W)| = |Til(q: ~ 1)(g: — gq) (gt — gq!!), 
W el': 


所 以 


TD 0" ) 
FT 


这 就 是 所 要 证 明 的 等 式 . 图 


. 154 . 第 二 部 分 问题 解答 


3.5.7.， 设 g 是 非 零 实数 日 非 单 位 根 , 证 明 


(g™ —1)(g™—9q):…(g™—gq  ) (gq™ — 1)(g™—q)..(g™"—g™"  ) 


~ 


(qt — 1)(gt—q)-.-(g— gl) (gmt—1)(g" tq) (gm t— gm tl) 


由 此 即 知 : 有 限 域 F 上 m (m > 1) 维 线性 空间 V 的 t(1<t< m1) 维 
子 空间 的 个 数 等 于 V 的 m 一 t 维 子 空间 的 个 数 . 
证 “将 左 式 的 分 子 分 母 同 乘 t 个 qm-t, 则 有 
SS 
TT a mt (rt) 
将 右 式 的 分 子 分 母 同 乘 m {个 gt, 则 有 
(DD) ) 
人 (qsg (0 oT (gO) 
现在 已 经 可 以 看 出 左 式 等 于 右 式 了 . 
后 一 结论 由 题 3.5.6 即 知 . 1 


| 


3.5.8， 将 有 限 域 Fm 看 成 其 子 域 fh 上 的 m 维 线性 空间 , 则 
(1) 有 限 域 Fm 有 多少 个 t (1 < t< m) 维 瓦 - 子 空间 ? 
(2) 有限 域 Fn 有 多 少 组 含有 t (1 < t < m) 个 元 的 瓦 - 线 Bb 
解 (1) 由 题 3.5.6 即 知 Fm 有 
(gqg™ —1)(g™—q):.……(g™”—g) 
(gt — 1)(gt — 9q):.* (gt — qt !) 
个 t 维 请 - 子 空间 . 
(2) 每 个 上 + 维 - 子 空间 有 
GL(Fo)| 人 一 人 一 四) 
1! 
组 已 - 基 . 而 由 (1) 知 Fm 有 
(gqg™ —1)(g™— gq):…(g™”—q’ ) 
(gq: — 1)(g: — q):…* (gt — g‘™) 
个 t 维 互 - 子 空间 , 因此 Fm 有 
(g™ —1)(g™—gq):..(g™"— gq!)(g:—1)(q:—9q):..(q —g ) 
CC tl 


(gw (gd) 
上 
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个 含有 + 个 五 - 线性 无 关 向 量 的 向 量 组 . 菩 
3.5.9*， 设 G 为 Galois 群 Gal(F', /Fy). 对 于 每 个 a e -es 今 


= >.c(a)，No) = [co) 
OEG CEC 
求证 : 

(1) T: 下。 一 已 是 瓦 -线性 满 射 . 

(2) NI: fF* 一 开 是 乘法 群 的 满 同 态 . 

证 (1) 站 先 Gal( 忆 /而 ) = (c) 是 nn 阶 循环 群 , 其 中 o(a) = al,Vae FF,. 
因此 T(a) = a+af 十 … 十 49 ”. 因为 (T(a))? = T(q), 故 T(a) e 本 . 显然 了 : 
,一 > Fy 是 加 法 群 的 同 态 . 又 T(Xa) = XT(a), YAE. 因此 T: F, 一 厂 
是 五 - 线性 映射 . 显然 , T 取 0 (否则 om 次 多 项 式 十 zx? 十 … 十 x9” 至少 
gq” 个 不 同 的 根 . 矛盾 !). 而 三 是 Ff 上 的 一 一 维 线性 空 s 间 , 因此 也 ， , 必 为 满 射 

(2) 因为 N(a) = aitat*+9 = a%, 且 (N(a))-1 = ar-1=1, 故 
N(a) EE 所 . 从 而 入 是 ne 的 乘法 群 同 态 改定 F 的 生成 元 , 则 a 的 
乘法 阶 为 gq* 一 1, 从 而 N(a) 的 阶 为 


4 一 1 J 
gq” a Te 
| i 
而 Fr 十 gq 一 1 阶 循环 群 , 故 N 为 满 同 态 . 国 


3.5.10*， 求 群 G = GL,(Z,) 的 Sylow p- 子 群 的 个 数 . 

解 IG|= (p"—1)(p*-p) (pp !) =p (pr—1)(p"1—1)...(p— 
1), 故 G 的 Sylow p- 子 群 的 阶 为 p<. 令 P 是 he 中 对 角 线 为 1 的 nn 阶 上 三 
角 和 矩阵 的 集合 , 则 P 是 G 的 Sylow p- 子 群 . 已 知 Ne(P) 恰 是 G 中 上 三 角 和 矩阵 
的 集合 (参见 题 1.3.18), 从 而 G 的 Sylow p- 子 群 的 个 数 为 


| 
pe 一 DJ" 
一 一 
了 1)" 


IG : Na(P)| = 


3.5.11*. Dedekind 引 理 : 设 是 任 一 域 , 则 Aut(E) 的 任 一 有 限 子 集 是 
B- 线性 无 关 的 , 即 对 于 Aut(E) 的 任 一 有 限 子 集 Q, 如 果 》 ”f(o)o = 0, 其 中 


CE 人 
f(o) eb,voeQ, 则 flo)=0, voceQ. 


. 156 . 第 二 部 分 问题 解答 


将 Dedekind 引 理 重新 表述 如 下 . 
Dedekind 引 理 : ” 设 是 任 一 域 , Q 是 Aut( 五 ) 的 任 一 有 限 子 集 ， 设 
f :0 一 > 忆 是 一 个 映射 , 满足 条 件 


>》 f(o)o(a) = 0, va € Eb, 
CE 人 
则 /ec) =0, vo €Q. 
证 ”对 |Q| 用 数学 归纳 法 . |Q| = 1 时 结论 正确 , 因为 o(1) = 1 六 0. 
下 设 |Q| > 1. 对 任 一 + e 0,B8eB 则 有 


2 fl(o)o(o)7(8) =0, 2 jlc)cla)c(6) =0. 

o€EQ) CE 人 
两 式 相 减 有 

>》， jlo)j(r(6) -co(8))c(a) =0,VaeB. 

ce-{r} 
由 归纳 假设 即 知 f(o)(7(8) -= co(9) = 0 Yo eEQ-{fr 若 存在 ceQc 关 7 
使 得 f(o) 关 0, 则 7(8) = o(8), V8 e 已 从 而 o = 7, 矛盾 . 于 是 f(o) = 
vo EQ 一 {7}. 但 |Q| > 1,7 任意 , 故 结论 得 证 . 四 


86 可 分 扩张 

知识 要 点 : 

代数 扩张 K/F 称 为 可 分 扩张 , 如 果 KK 中 任 一 元 在 上 的 极 小 多 项 式 均 无 
重 根 . 我 们 基本 上 只 关心 可 分 的 域 扩张 . 

域 FF 称 为 完全 域 , 如 果 下 的 任 一 代数 扩 域 均 为 FF 的 可 分 扩 域 , 换言之 , Flz 
中 任 一 不 可 约 多 项 式 均 无 重 根 . 特征 为 0 的 域 是 完全 域 ; 特征 为 素数 p 的 域 下 
征 完 全 域 当 且 仅 当 Fe = Ff, 其 中 F? = {a? | a € 了 }; 有 限 域 是 完全 域 . 

有 限 可 分 扩张 是 单 扩张 . 


3.6.1， 设 下 是 特征 为 0 的 域 , f(z) 为 F[z] 中 正 次 数 首 1 多 项 式 , d(x) = 
(f(z), 了 (2)), 其 中 F(z) 是 f(x) 的 导数 . 求证 : g(x) = f(x)/ad(z) 和 f(x) 有 同样 
的 根 , 并 且 g(x) 无 重 根 . 

证 设 马 是 f(x) 在 上 的 分 裂 域 , 则 在 B(x) 中 f(x) 分 解 为 


a ; 71) ， mm 之 十， 
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其 中 z1,… ,zn EB 两 两 不 同 . 于 是 


je) = >》 rs os pn) pg ip) ti (gp) 
l<i<n 


= (Tn) (sn > r | cz = 
l<&i<n J7z1 
由 此 可 多 在 Blx] 中 有 (f(z), 了 7(z)) = 人 一 2 …(z 一 zn) "1, 而 最 大 公 因 
子 不 依赖 于 域 已, 故 d(z) = (mr oreFo g(z) = (2 
71)…(Z 一 Zn) E FIx]. 由 此 即 可 看 出 所 要 证 明 的 结论 . 国 


3.6.2， 议 玉 是 特征 为 p 的 域 (p 为 素数 )，f(z) 为 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 . 求 
证 : f(zx) 的 所 有 根 均 有 相同 的 重 数 , 且 这 个 公共 重 数 有 形式 pe (e > 0). 

注 “本题 中 知 m 是 f(z) 的 互 异 根 的 个 数 ( 称 之 为 f(z) 的 简约 次 数 ) 则 
deg f(x) = mp®. 

证 郊 知 f(z) 有 重 根 当日 仅 当 (f(z), f(x)) 关 1, 其 中 (x) 是 f(z) 的 形式 
导数 因 f(z) 在 下 上 不 可 约 , (f(z), 了 7(z)) 关 1 当 且 仅 当 (zx) = 0, 当 且 仅 当 存 
在 9(z) € Flz] 使 得 f(x) = g(z?). 

不 妨 设 f(z) 有 重 根 . 由 上 上段 知 f(z) = g(x?), 且 g(x) 在 Flz] 中 也 不 可 约 . 
奉 g(z) 有 重 根 , 重复 上 段 的 讨论 知 g(x) = h(z?), 从 而 f(x) = h(x? ). 因此 f(x) 
总 可 与 成 f(x) = k(x?"), e > 0, 其 中 k(x) 无 重 根 且 不 可 约 . 设 (zx) 在 其 分 裂 域 
上 分 解 为 k(x) = ][(z 一 zi), 则 f(z) 在 其 分 裂 域 上 分 解 为 


”二 | 


1O=] le -z= I- Yay)”, 


(| 


从 而 f(z) 所 有 根 的 重 数 均 为 pe. 图 


3.6.3， 让 下 是 特征 为 p 的 域 (p 为 素数 ), J/F 为 代数 扩张 . 求证 : 对 每 个 
a E 互 均 存在 整数 n > 0, 使 得 ar” 在 下 上 可 分 . 

证 设 a 在 下 上 的 极 小 多 项 式 是 f(x). 则 由 题 3.6.2 知 f(x) = k(x? ), 其 
中 k(x) 是 上 可 分 的 不 可 约 多 项 式 . 因此 ar” 在 上 的 极 小 多 项 式 为 k(x). 
从 而 az 是 下 上 的 可 分 元 . 


3.6.4， 设 有 域 扩张 K/F, charF =p,a eK. 则 a 是 上 的 可 分 元 当 且 仅 
当 F(a) = F(a?). 

证 夺 a 是 上 的 可 分 元 , 则 可 断言 a € F(a?), 从 而 F(a) = 下 (a?). 否则 
Qa 4 F(a?), 于 是 a 在 (a?) 上 的 极 小 多 项 式 为 xz? - a?. 因 wa 在 所 上 的 极 小 多 
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项 式 能 被 z? - az 整除, 故 a 在 下 上 的 极 小 多 项 式 亦 有 重 根 , 这 与 a 在 Ff 上 可 
分 相 矛 盾 . 

设 f(a) = F(a?). 若 a 在 上 不 可 分 , 则 a 在 上 的 极 小 多 项 式 f(x) 形 
如 f(x) = g(xz?), 其 中 g(x) 是 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 . 于 是 g(z) 是 az 在 上 的 
极 小 多 项 式 , 从 而 得 到 矛盾 : 


IF(a?) :FI= degg(x) <deg f(x)= [F(a):F|= [F(a?):H|. 贸 


3.6.5*. 设 a 在 下 上 可 分 ,6 在 F(a) 上 可 分 , 则 6 在 上 可 分 . 

证 不 妨 设 char FF = p, 根据 题 3.6.4 只 要 证 F(6) = 下 (OP)， 

设 a 在 FF(6) 上 的 极 小 多 项 式 为 f(x) = x? 十 an_17" 十.… 十 Qi17 十 00， 
其 中 a; € F(6),i = 0,1,…,n 一 1. 则 f?(x) e F(8?)lz],，f?(a) = 0. 于 是 a 在 
F(B?) 上 的 极 小 多 项 式 g(x) 整除 f?(zx), 且 在 F(B)[z] 中 有 f(x) | g(x) | f?(z). 
f(z) 在 FF(6)[x] 中 不 可 约 , 从 而 g(x) = ft(z). 但 a 在 F(8?) 上 可 分 ,所 以 只 
能 f(z) = g(x). 故 有 


IF(B)(@) : F(B)] = deg f(z) = deg g(x) = [FP'(P°)(0) : FO)). 


6 在 F(a) 上 可 分 , 由 题 3.6.4 央 F(a)(8) = F(a)(8?), 从 而 F(6) = F(B?). 
证 毕 . 加 


3.6.6*，(1) 设 EB/F 为 代数 扩张 , S 是 的 子 集 . 证 明 : F(5)/F 是 可 分 扩 
张 当 且 仅 当 5 中 元 在 Ff 上 都 是 可 分 的 . 

(2) 若 w 6 在 上 可 分 , 则 a+ PB,0p, 3 (8 关 0) 均 在 上 可 分 . 

(3) 五 上 可 分 多 项 式 在 F 上 的 分 裂 域 在 F 上 可 分 . 

(4) 若 EE/K 和 K/F 为 可 分 扩张 , 则 E/F 为 可 分 扩张 ; 反之 亦 然 . 

证 (1) 设 5 中 元 在 ff 上 都 是 可 分 的 . 设 ae (5), 则 存在 wi,… ,um€5 
使 得 a € 下 (wa ,um). um 在 下 (wi1,… ,um-1) 上 可 分 ;, a 在 F(wi,…， 
um-_1)(um) 上 可 分 , 由 题 3.6.5 即 知 a 在 (wi,… ,um-1) 上 可 分 . 重复 这 一 证 
明 最 后 逐步 得 到 a 在 上 可 分 . 

(2) 和 (3) 是 (1) 的 直接 推论 . 

(4) 设 aeEB. 设 a 在 K 上 的 极 小 多 项 式 为 f(x) = x 二 an_17” 十 :十 
az 十 ao, 则 a 在 F(ao,):…,an_1) 三 下 (ao ,Qn_2)(an-i1) 上 可 分 , 由 (1) 对 
F(ao ,Qan_1)/F 为 可 分 扩张 , 特别 地 , aw_1 在 (a0,:… ,an_2) 上 可 分 . 故 由 
题 3.6.5 知 aw 在 Fao,…… ,an_2) 上 可 分 . 重复 这 一 证 明 最 后 逐步 得 到 a 在 上 
可 分 . 
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反之 是 容易 的 . 设 B/F 为 可 分 扩张 . 设 ae EB, p(X) 和 g(x) 分 别 是 aw 在 下 
上 和 在 K 上 的 极 小 多 项 式 , 则 9(z)lp(z). 因为 p(z) 无 重 根 , 故 q(x) 无 重 根 , 即 
E/K 可 分 . 因 K Cc EB, E/F 是 可 分 扩张 , 由 定义 知 K/F 是 可 分 扩张 . 六 


3.6.7*， 同 构 延 拓 定 理 的 强 形式 ” 设 o :下 一 F"' 是 域 同 构 , f(x) = anzm 十 
an-17” 十 … 十 oz 十 ao 是 下 [z] 中 的 正 次 数 多 项 式 , BE 和 EB?’ 分 别 是 f(x) 在 下 
上 和 f°(x) = o(an)x? 十 g(an_1)z"™!1 十 … 十 g(a1)z 十 ol(ao) 在 Fr 上 的 分 烈 域 
则 o 可 延 拓 成 域 同 构 EB 一 E'; 这 种 延 拓 的 个 数 mm 满足 1<m<IE:. 

而 且 m= [B: 丰 当量 仅 当 f(x) 是 下 上 的 可 分 多 项 式 . 

证 ”注意 到 f(x) 是 上 的 可 分 多 项 式 当日 仅 当 f°(x) 是 Fr 上 的 可 分 多 
项 式 . 

对 [EB : fF] 用 数学 归纳 法 . 车 [EE: 可 =1, 则 互 = 到 B' = F'. 结论 自然 成 
痰 . 设 巴 :可 <7m 时 结论 成 立 . 现 设 [B : 丰 =n > 2, 因此 f(x) 有 次 数 d 大 于 
1 的 自 1 不 可 约 因 子 g(x) e Flzl. 设 v 是 g(x) 在 五 中 的 一 个 根 , 则 o 共有 上 个 
延 拓 01,… ,ot : F(w) 一 > 羽 , 它们 均 为 域 谋 入 , 其 中 t 等 于 gr(x)e Fx] 在 EE 
中 互 寞 根 的 个 数 . 因此 1 <t < qd; 并 且 t= 4 当日 仅 当 g”(7X) 是 上 的 可 分 多 
项 式 , 当日 仪 当 g(x) 是 上 的 可 分 多 项 式 . 

对 于 每 一 域 同 构 o; : F(w) 一 > Fo B 和 EE’ 分 别 是 f(z) 在 Fw 上 
和 f°(z) 在 已 (w) 上 的 分 裂 域 , 其 中 ww := oi(u) E EB'. 因为 [EB : F(u)] < IE: 
让 = n, 由 归纳 假设 知 o; 可 延 拓 成 域 同 构 一 ;E', 这 种 延 拓 的 个 数 m; 满足 
1 < mi < [BE :FF(W)]; 进而 ， ms = [EB :了 F(w)] 当 且 仅 当 f(x) 是 F(w) 上 的 可 分 多 
项 式 . 

于 是 , 以 上 述 方 式 我 们 得 到 o 的 m 个 不 同 的 延 拓 一 及, 其 中 


1 Sgm= 》 mi<tE:F(u)) < dE: Fu))=[F(): FE: F(u)) = [IE:N; 
l<i<t 

进而 ，m = [EB : 了] 当 且 仅 当 t+=4d 有 自 mi= [FF : (wv)], 1 < igt; 当 有 目 仅 当 g(x) 
年. 下 上 的 可 分 多 项 式 并 且 f(x) 是 F(w) 上 的 可 分 多 项 式 . 换言之 , 这 当 有 目 仅 当 
u 是 玉 上 的 可 分 元 并 且 f(x) 的 任意 根 是 F(w) 上 的 可 分 元 ; 由 题 3.6.5 知 这 当 
且 仅 当 f(z) 的 任意 根 是 F 上 的 可 分 元 , 即 f(x) 是 上 的 可 分 多 项 式 . 

现在 , 设 域 同 构 $ :一 BE' 是 o 的 一 个 延 拓 , 则 9 在 Fw 上 的 限制 是 域 
般 入 Fu) 一 > EF' 且 是 o 的 一 个 延 拓 . 因此 这 个 限制 是 某 一 oi 从 而 9 是 o; 的 
一 个 延 拓 , 因此 $ 已 经 包含 在 上 述 m 个 o 的 延 拓 之 列 . 证 毕 . 国 


3.6.8. 放 五 = 有 (2 F = P(x?, y?), 其 中 所 ,为 p 元 域 ，x, vy 是 F, 上 
的 超越 元 . 求证 : 
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(1) [EB:F]=p°. 

(2) EE/F 不 是 单 扩张 . 

(3) /FF 有 无 限 多 个 中 间 域 

证 (1) [EF :F]= [Fp(7,y) : Fp(z?,y?)] = [Fy(x,y) : Fo(x, Yr) [Fo 7) : 
F,(y?,72?)] =p:p=p". 

(2) 若 EB/F 是 单 扩张 , 即 巨 = F(n), 则 在 Ff 上 的 极 小 多 项 式 p(t) 是 多 
次 的 . 因为 B/F 不 是 可 分 扩 域 , 故 不 是 下 上 可 分 元 , 即 p(t) 有 重 根 . 因此 由 题 
3.6.2 知 p(=k(tP ) 或 p(t) = k(t?), 其 中 k(t) 是 上 无 重 根 不 可 约 多 项 式 . 
FP = 局, 故 F? = F. 因此 无 论 p(t) = k(t? ) 或 p(t) = k(tP), 均 有 p(t) = P(t)， 
h(t) e Ft]. 这 与 p(t) 在 上 不 可 约 相 了 矛盾 ! 这 表明 E/F 不 是 单 扩张 . 

(3) 令 Ms = F(z 十 by), bE 也, 则 Ms 是 EE/F 的 中 间 域 . 若 Ms。 = Mi， 
a 关 0,; 则 zay Ee F(z 十 by). 从 而 ye 了 F(z 十 by), 进而 x € F(z 十 by)， 于 是 
= F(z 十 by) 是 单 扩 域 , 矛盾 ! 因 F 是 无 限 域 , 故 /F 有 无 限 多 个 中 间 域 Me. 

图 


3.6.9.， (1) 若 B/F 为 代数 扩张 , F 为 完全 域 , 则 五 也 为 完全 域 

(2) 若 BE/F 为 单 扩张 (不 必 为 代数 扩张 ), 五 为 完全 域 , 问 F 是 否 也 为 完全 
域 ? 

(3) 若 EE/F 为 有 限 生成 扩张 (不 必 为 代数 扩张 ), 五 为 完全 域 , 问 F 是 否 也 
为 完全 域 ? \ 

(4) 若 EB/F 为 有 限 扩张 , 为 完全 域 , 问 玉 是 否 也 为 完全 域 ? 

(5) 若 BE/F 为 代数 扩张 (不 必 为 有 限 扩 张 ), 为 完全 域 , 问 FF 是 否 也 为 完 
全 域 ? 

证 (1) 否则 , 设 E[z] 中 有 不 可 约 多 项 式 p(x), p(z) 有 重 根 a. 因 EJF 是 
代数 扩张 , a 在 E 上 代数 , 故 a 在 上 代数 . 设 q(x) 是 a 在 ff 上 的 极 小 多 项 
式 , 则 p(z)la(z), 从 而 g(x) 也 有 重 根 . 这 与 玉 是 完全 域 不 合 . 

(2) 是 . 不 妨 设 char=p>0. 设 E= F(a), 因为 已 完全 ,BEP = 万, 故 
Qa € BE? = F?(a?). 因此 a 在 Fe 上 代数 (参见 题 3.1.6), 故 a 在 上 代数 . 

欲 证 下 完全 , 只 要 证 F = F?, 只 要 证 [F(a) : F?] = [F(a) : 可 ,或 等 价 地 ， 
[F(a): PF?| < {IF(a): HI. 

由 于 万 = f(a) 是 完全 域 , 故 EB? = .注意 到 EB? = F?(a?), 因此 只 要 证 
[Fz(az) : F?] < [F(Q) : 如, 而 这 是 对 的 . 事实 上 , 设 a 在 上 的 极 小 多 项 式 为 
jz) = ao 十 Qq17 十 … 十 an7x"), 则 a? 是 F? 上 的 多 项 式 g(z) = a8 十 ozZ 十 十 an 
的 根 . 

(3) 是 . 不 妨 设 charF = p > 0， 轧 = F(ai1,… ,Qn)， 对 n 用 数学 归纳 
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法 . 当 = 1 时 由 本 题 (2) 知 结论 成 立 . 设 n> 1, 则 万 = (ai,… ,an) 是 
aa ,Qam-1) 的 单 扩 域 . 由 本 题 (2) 知 F(a,… ,an_1) 是 完全 域 . 再 由 归纳 
假设 知 下 是 完全 域 

(4) 有 限 扩张 当然 是 有 限 生成 扩张 , 故 由 (3) 知 亚 是 完全 域 

(5) ” 琴 . 

令 下 = 丽人 才 ,其 中 瓦 为 p 元 域 ,上 是 ,上 的 超越 元 , 则 x? te Flzx] 是 F 
上 的 有 重 根 不 可 约 多 项 式 . 故 FF 不 是 完全 域 . 

令 pn(7) = xz?” 一 te Flz], 怠 是 {pn(z) | n= 0,1,2,.…} 在 所 上 的 分 裂 域 
则 E/EF 是 代数 扩张 . 但 忆 是 完全 域 , 这 是 因为 可 = 瓦 

这 表明 当 EE/F 是 代数 扩张 , EE 是 完全 域 时 ,未必 是 完全 域 . 区 

87 正规 扩张 

知识 要 点 : 

代数 扩张 K/F 称 为 正规 扩张 , 如 果 在 K 中 有 根 的 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 
的 全 部 根 均 在 K 中 ; 换言之 , 如 果 K 中 任 一 元 在 Ff 上 的 极 小 多 项 式 的 根 均 在 
K 中 . 

K/F 是 有 限 正 规 扩 域 当量 仅 当 天 是 FIz] 中 某 一 多 项 式 的 分 裂 域 

可 分 正规 扩 域 K/F 称 为 Galois 扩 域 . K/F 是 有 限 Galois 扩 域 当 生 仅 当 到 
是 下 [z] 中 某 一 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 . 

有 限 Galois 扩 域 BE/F 必 是 单 扩 域 ; 其 Galois 群 Gal(B/F) 的 阶 恰 为 [BE : 可. 


3.7.1. 议 忆 = Q(a), 其 中 oa +a2 -2a -1= 0. 求 证; 

(1) oa 一 2 也 是 名 十 xz? 一 2z -1==0 的 根 . 

(2) ZE/Q 是 正规 扩张 . 

让 a3=—o?2+2a+1, A=- +202+a=302 a1, 

(ao -2 + (0 -2 20 2) -1=(0 2) -2)2+(o2 2)_ 2-1 
= (0 -2(o -3o)-1=-(o2-2(a+D-1=-(aa+a -2a -TD=0 

= , 人 

因此 z 羡 +z2-27 一 1 的 三 个 根 均 属于 瑟 (事实 上 ， [ET = 
(ao +a—m1), zs3+zz-2r 一 1 的 三 个 根 为 oa2 -2,-a2 -a+1), 从 而 互 是 
十 2 一 27 一 1 在 Q@ 上 的 分 裂 域 , 故 已 /Q 是 正规 扩张 国 


3.7.2. 放 B/F 和 K/F 均 是 正规 扩张 , 求证 : EK/F 也 是 正规 扩张 

证 五 /天 和 K/F 均 是 正规 扩张 , 故 EE 和 KK 分 别 是 Flz] 中 某 个 多 项 式 
集合 5 和 了 在 忆 上 的 分 裂 域 , 从 而 EK 是 Flz| 中 多 项 式 集合 SUT 在 Ff 上 
的 分 裂 域 . 故 EK/F 是 正规 扩张 . 圈 
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3.7.3， 域 的 二 次 扩张 B/F 必 是 正规 扩张 . 试 决定 二 次 扩张 的 Galois 和 群 . 

证 设 I 轨 :本 =2, 则 万 = F(v), v4 F. 设 v 在 fF 上 的 极 小 多 项 式 为 
f(z) = 2 十 az 十 b, 则 f(x) 的 男 一 根 为 (ga 十. 故 马 是 f(z) 在 下 上 的 分 家 
域 , 从 而 EB/F 正规 . 

因 f(x) 无 重 根 (否则 fr(x) = 0， 从 而 charF = 2, a = 0. 于 是 f(x) = 
x2 十 1 = (z 十 1)? 可 约 , 矛盾 ), 故 Gal(B/F) 是 2 阶 循环 群 , 其 生成 元 o 将 v 送 
到 一 (a+ v). 珊 


3.7.4.， (1) 如 果 EE/M 和 M/F 均 是 域 的 正规 扩张 , 试问 BE/F 是 否 一 定 为 
正规 扩张 ? 

(2) 如 果 EE/F 是 正规 扩张 , M 是 它们 的 中 间 域 , 试问 BE/M 和 M/F 征 否 
一 定 为 正规 扩张 ? 

证 (1) 否 . 例如 , Q(V2)/Q@ 和 Q(Y2)/Q(V2) 均 正规 ,但 Q(V2)/Q 不 正规 
这 是 因为 不 可 约 多 项 式 f(x) = x 一 2e Q|zx] 有 一 根 V2 属于 Q(V2), 但 f(z) 的 
根 V2i ¢ Q(V2). 

(2) 设 BE/F 正规， M 是 中 间 域 . 则 EE 是 FF[z] 中 某 个 多 项 式 集合 S 在 下 
上 的 分 裂 域 , 从 而 也 是 M[z] 中 多 项 式 集合 5 在 M 上 的 分 裂 域 , 故 已 AM 也 
正规 . 

但 M/F 未 必 正 规 ， 例如, = Q(82,w)/Q 是 正规 扩张 , w = e3i,， M = 
Q(32) 是 中 间 域 , 但 M/Q 不 是 正规 扩张 . 锅 


3.7.5*， 设 B/F 为 有 限 代 数 扩张 . 求证 : E/F 为 正规 扩张 < 对 于 F[z|] 中 
任意 不 可 约 多 项 式 f(x), f(z) 在 Elx] 中 的 所 有 不 可 约 因子 均 有 相同 的 次 数 , 

证 < 一 : 设 f(x) 是 FIz] 中 不 可 约 多 项 式 且 有 一 个 根 在 B 中 . 则 f(x) 在 
EIzx| 中 有 一 次 因子 . 故 由 假设 f(x) 在 B[z] 中 的 所 有 不 可 约 因子 均 是 一 次 的 , 即 
f(x) 的 所 有 根 均 在 EB 中 , 即 BEB/F 是 正规 扩张 . 

一 >: 设 EB/F 是 有 限 正规 扩张 . 则 是 尺 上 某 个 多 项 式 g(x) 在 下 上 的 分 
烈 域 

设 f(z) 是 FIz] 中 任 一 不 可 约 多 项 式 , p(x) 和 q(x) 是 f(z) 在 EIz| 中 的 
两 个 首 1 的 不 可 约 因 子 . 令 M 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 . 设 a, 6 es MT, 使 
得 p(a) = 0 = gq(6). 因为 a, 6 在 上 的 极 小 多 项 式 均 为 f(x), 故 存 在 域 同 构 
n: F(a) — F(B), nlr = id, 7n(a) = 1. M 是 f(x) 在 f(a) 上 的 分 裂 域 , 也 
是 f(z) 在 Ff(6) 上 的 分 裂 域 , 故 由 同 构 延 拓 定 理 知 , 可 延 拓 为 +: M 一 > M， 
TIF(@) = 1. 

现在 BM 是 M 上 多 项 式 g(x) 在 M 上 的 分 裂 域 . 注意 此 处 总 可 将 BE,，M 
视 为 某 一 共同 域 的 子 域 , 例如 的 代数 闭 包 . 因此 由 同 构 延 拓 定理 , 7 可 延 拓 为 


€: EM — EM, tlm =7. 

由 于 B/F 正规 , tlp = id, 故 E(B) = B. 将 p(x) € Blz] 仍 变 成 Blz] 中 的 
不 可 约 多 项 式 , 由 于 &(a) = 6B, 故 (p(x)) 与 q(z) 均 为 Bx] 中 以 6 为 零点 的 不 
可 约 多 项 式 . 从 而 5(p(z)) = gq(z). 特别 地 ， p(X) 与 q(z) 的 次 数 相同 . 世 


3.7.6*， 设 B/F 为 有 限 正规 扩张 , G = Gal(B/F)，M 是 EB/F 的 中 间 域 . 则 
M/F 是 正规 扩张 当日 仅 当 o(M)=M, YoeG. 

证 一 : 设 M/F 是 正规 扩张 . 则 M 是 Fl[z] 中 某 一 多 项 式 f(z) 在 Ff 上 
的 分 裂 域 . 故 M = F(ai,…- am) 其 中 oi,… ,am 是 f(x) 的 全 部 两 两 不 同 的 
根 ( 奉 f(x) 有 重 根 , 则 每 个 重 根 只 © 取 一 次 ). 则 G 中 任 一 元 oo 在 Qi,:…,a,, 上 
的 作用 是 oi,… ,am 的 一 个 置换 . 因此 o(M) = 

< 一 : 反之, 设 o(M)=M,YVoeG. 设 aeM. g(x) 是 a 在 下 上 的 极 
小 多 项 式 . 设 8 是 g(x) 的 任 一 根 , 则 存在 域 同 构 r : F(a) 一 F(6), rr 二 id， 
(0) 二 0 

因为 B/F 为 有 限 正 规 扩 张 , 故 E 是 上 某 个 多 项 式 f(x) 在 已 上 的 分 
安 域 . 从 而 E(a) 是 f(z) 在 F(a) 上 的 分 裂 域 , B(6) 是 f(x) 在 F(8) 上 的 分 
裂 域 . ee pe 可 延 拓 为 域 同 构 o : E(a) 一 (8). 因 @ae M, 故 
Qa € ; 义 因 E/F 正规 , 故 6 e BE， 从 而 BE(a) = EE = BO o € G. 于 是 
p= 二 7T(Q) ==o(a) so) = M. 这 就 证 明了 M/F 是 正规 扩张 . | 
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Galois 理论 的 基本 定理 揭示 了 群 和 域 之 间 存 在 的 反 序 一 一 对 应 . 确切 地 说 ， 
设 B/F 是 有 限 Galois 扩张 , G = Gal(B/F)={0o: 忆 一 > 是 域 同 构 | c(o) = 
a, Va EF }. 今 9 = {EE/F 的 中 间 域 },T = {G 的 子 群 }. 考虑 如 下 两 个 映射 : 

Gal(E/-): 0 一 >T， 其 中 Gal(8/-)(M)= Gal(E/M), Vv Me Q, 
mv: 工 一 0， 其 中 Inv(H)={aeElo(a)=a,voE€EH},vHEel. 
注意 到 /M 也 是 有 限 Galois 扩张 , Y M e Q. 从 而 有 
IE:MI=|Ga(E/M)|, [IM:F]=[G:Gal(lE/M), v MeNQ. 

Galois 理论 的 基本 定理 (主要 ) 是 说 : 

(1) Gal(B/-): 0 一 TT 和 Inv: 工 一 9 是 互 道 的 反 序 的 映射 . 于 是 有 
Inv(Gal(E/M))= M, Gal(Ek/Inv(H))= H, vM el, YY 有 EL 
IE:Inv(H) = |H|I, [Inv(H):F]=[G:H], vHET. 

(2) 五 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 Inv(H)/F 是 正规 扩张 ; 或 等 价 地 , M/F 
是 正规 扩张 当 且 仪 当 Gal(B/M) 是 G 的 正规 子 群 . 在 这 种 情况 下 , 有 
Gal(Inv(H)/F) 兰 G/ 万; 
或 等 价 地 ， 
Gal(M/F) GG/GalE/M). 
这 条 基本 定理 的 证 明 所 和 需 的 知识 点 在 以 前 相关 章节 的 “知识 要 点 ”中 都 已 
提 到 , 除了 下 面 的 Artin 引 理 . 


Artin 引 理 : ” 设 KK 是 域 , G 是 K 的 自 同 构 群 Aut(K) 的 有 限 子 群 . 则 有 
IK :Inv(G)| < IG|， 这 里 Inv(G)=={a€EK|o(a)=a,VoEG.}. 

Galois 理论 的 基本 定理 很 重要 , 上 且 其 证 明 值得 回顾 . 我 们 首先 以 习题 的 形式 
包含 这 个 证 明 . 

在 以 下 习题 4.1.1 一 4.1.3 中 , A/F, G, QT M, 万 Gal(B/M), Inv(H) 意思 
同上 . 
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4.1.1. 求证 : (1) Gal(8/-): 0 一 xT 和 Inv: 工 一 Q 是 反 序 的 映射 , 即 
右 Mi < M2, 则 Gal(E/Mi) 2 Gal(E/M2); 车 Hi < Ho, WM Inv(Hi) 2 Inv(H,). 
(2) (作用 3 次 等 于 作用 1 次 ) 对 于 Me 9, HH eT 有 


Gal(E/Inv(Gal(E/M)))= Gal(E/M), Inv(Gal(E/Inv(H))) = Inv(H). 


证 (1) 映射 Gal( 王 /-) 和 Inv 的 反 序 性 由 定义 直接 可 得 . 
(2) 由 定义 有 M C Inv(Gal(E/M)); 由 映射 Gal(E/ 一 ) 的 反 序 性 得 到 


Gal(E/M) 2 Gal(E/Inv(Gal(E/M))). 
记 电 = Gal(E/M) < G. 义 由 定义 知 HC Gal(8/ Inv(H)), 即 
Gal(E/M) CC Gal(E/Inv(Gal(E/M))). 


所 以 Gal(E/M) = Gal(E/ Inv(Gal(B/M))). 
同 理 可 证 另 一 式 . 轿 


4.1.2*.， 证 明 Artin 引 理 : 设 K 是 域 , G 是 K 的 自 同 构 群 Aut(K) 的 有 限 
子 群 . 则 有 [K :Inv(G)] < Gl|， 这 里 Inv(G)={aeK|o(a)=a,vVvoeGl. 

证 设 |1G|=n. 不 妨 设 n> 1, 欲 证 [K :Inv(G)] < nn, 只 要 证 KK 中 任意 n+1 
个 元 由，… ,un+l 必然 Inv(G)- 线性 相关 . 记 G = {有 ,… ,有 所》 其 中 fi = idk. 
取 天 上 n+1 个 变量 、n 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 


>》 广 (u7)Z7 一 和 (*) 
1<j<nt+1 
的 非 地 解 (a1,… ,an+1), 使 得 (a1,… ,an+1) 在 方程 组 (*) 的 所 有 非 零 解 中 非 堆 
分 量 的 个 数 最 少 ， 必 要 时 调换 u; 和 zx; 的 下 标 , 不 妨 设 ui 六 0; 进而 , 不 妨 设 
L1 三 1. 


我 们 断言 : oj € Inv(G), 1 < jn 十 1. 从 而 由 方程 组 (*) 的 第 一 个 方程 知 


> Uji; 一 0, 
l1<&I<n+tl 
al = 1, 这 表明 ww ,… ,wry1 是 Inv(G)- 线性 相关 的 . 
如 果断 言 不 成 立 , 不 妨 设 oa ¢ Inv(G). 则 有 2 < t < n 使 得 f(a2) 和 oa. 将 
作用 在 方程 组 (x) 上 得 到 


SY ffilu)filo)=0,1<i<n. 


1&j&nt+l 
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G 是 群 ， 故 fi,… ,ff 是 万 …，, 矿 的 一 个 置换 ， 从 而 (fila1) = 1, 
fi(a2),… ,f(an+1)) 是 方程 组 (*) 的 解 . 于 是 


(0, aa fi(a2), “Qnt+l 一 filan+1)) 


也 是 方程 组 (*) 的 解 . 因 f(a2) 了 关 a2, 上 述 解 是 方程 组 (*) 的 非 零 解 , 而 且 其 非 
去 分 量 的 个 数 比 (1, a2， ,Qt ) 的 非 签 分 量 的 个 数 要 人 少 ， 3 (1, CQ2)， , Qnt1) 
的 取 法 相 予 盾 ! 证 毕 ! | 
4.1.3*， 证 明 Galois 理论 基本 和 定理: 
(1) Gal(E/-): 0 一 TT 和 Inv: TT 一 >Q 是 互 道 的 反 序 的 映射 
(2) 五 是 G 的 正规 子 群 当 日 仅 当 Inv(H)/F 是 正规 扩张 . 在 这 种 情况 下 , 有 
Gal(Inv(H)/F)G/H. 


证 (1) 由 定义 有 M CInv(Gal(B/M)). 因 E/Inv(Gal(B/M)) 和 EE/M 均 
是 有 限 Galois 扩张 , 故 


IE:Inv(Gal(E/M))] = |Gal(E/Inv(Gal(E/M)))| = |Gal(B/M)| = [E :M), 


其 中 第 二 个 等 式 由 题 4.1.1(2) 得 出 . 由 此 即 得 M = Inv(Gal(B/M)). 
由 定义 有 互 ES Gal(B/Inv(H)). 因 E/Inv(H) 是 有 限 Galois 扩张 , 故 


IE:Inv(H) = |Gal(B/Inv(H))| > | 


从 而 
如 | < |Gal(E/ Inv(H))| = [E :Inv(H)| < |H|, 
其 中 第 二 个 不 等 式 由 Artin 引 理 得 出 . 于 是 Gal(E/ Inv(H))= H. 
(2) 五 是 G 的 正规 子 群 当 日 仅 当 oHo-!1= ,YoeG; 由 (1) 知 当 且 仅 当 
Inv(oHo 1!)= Inv(H), YoeG. 而 


Inv(oHo *)={a€E Eloho (a)=a,vVhenH} 
={a€EE|lho (a)=o (ao VvheH} 
={a€EE|o (a) eInv( 万 )} 
= o(Inv(H)). 


因此 , 五 4G 当 且 仅 当 Inv(H) = o(Inv(H)), Yo € G; 根据 题 3.7.6, 这 当 且 仅 当 
Inv(H) 是 到 的 正规 扩 域 
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设 互 是 G 的 正规 子 群 . 因为 oc(Inv(H)) = Inv(H), Ye G, 故 有 映射 
fr: G—»Gal(Inv(H)/F), om almvdz 
显然 r 是 群 的 同 态 , 且 
Kerr ={foeGlclmvm =idmvm} = Gal(B/Inv(H)) = 
于 是 7 诱导 出 群 的 单 同 态 
G/H —; Gal(Inv(H)/F). 


Inv( 互 ) 是 的 正规 扩 域 , 故 


| nm BH _ I  _Ia 
Solov /PN = wD : = BH] TOaltB/ ove Ia 
从 而 上 述 单 同 态 是 群 同 构 . 这 束 完 成 了 证 明 . 国 


4.1.4. 设 记 = Q(V2,V3,w), ww? = (9 一 5V3)(2 - vV3). 求证 B/Q 是 Galois 
扩张 , 并 决定 Galois 群 Gal(E/Q). 

证 因 @ 特征 为 零 , 故 B/Q 是 可 分 扩 域 . 设 Q 是 万 的 代数 闭 包 ,cc : 已 一 和 
是 域 的 租 入 . 则 xlo = id，o(V2) = 土 V2，o(V3) = 土 V3. 从 而 olw2) = 2, 或 


o(Ww) = (9+5V3)(2 — V2) = Sg 


或 
sw) = (9 — 5V3)(2 + V3) = Ey 
或 
o(u?) = (9 + 5V3)(2 + V2) = CE 
于 是 
A HS i 
NE nh A A + 名 风 


总 之 ol E 五 . 这 表明 EE/Q 是 正规 扩 域 , 从 而 EB/Q 是 8 次 Galois 扩 域 , 日 
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[Gal(E/Q)| = 8. 令 


O01 一 1d; 
oz(V2) = V2, oo(V3) = V3, 02(U) = 一 以 ; 
oa(V2) = -V2，os(V3) = V3，oa(u) = (1+ Va) 
oa(V2)= -V2，o4(V3) = V3, oa(u) = —(1+ V2 
9 上 +5V3 
os(V2) = V2, ao5(V3) = -V3， os(u)= u; 
9+5V3 
o6(V2) ee V2, oe(V3) V3, oe(u) = Ye u, 
o7(V2) = -V2， or(V3) = -V3， or(w) = TD, 
二 
2V3 
则 Gal(BE/Q) = {01,… ,og}. 注意 到 os 的 阶 为 2，o 的 阶 为 4, 04 的 阶 为 4，o5 
的 阶 为 4. 因此 Gal(BE/Q) 兰 Qs (四 元 数 群 ). 加 


4.1.5. 设 马 = C(t) (复数 域 上 有 理 也 数 域 ),o, re Gal(B/C), 其 中 o(t) = wut 
w 二 e273 7(t) =t-!. 求证 : 
(1) 7 和 og 生成 的 群 五 是 Gal(B/C) 的 6 阶 子 群 . 
(2) Inv(H)= C(t + #3). 
证 Oe a f(z7)=2z ar+lerlzl, 则 f(z) 的 6 
] 


个 根 为 二 wt w2t, > 7，w? 二 . 于 是 f(z) 在 已 上 的 分 裂 域 为 


Pt wt, wt, > , 2 ) -下 (人 = 
因此 E/F 是 有 限 Galois 扩 域 上 且 |Gal(E/F)| = [E :|= [F(t) :F< 6. 但 另 一 
方面 , or e Gal(B/F), 故 (7,o) C Gal(B/F). 注意 到 
0 二 1= 72,T70 二 o2*T7 且 (T, 0) 有 6 个 元 ， 故 (TO Dy= 0 于 是 Gal(E/F) = 
(7,0). 于 是 由 Galois 理论 基本 定理 知 


Inv((7,0)) = Inv(Gal(E/F))= FF = C(t +t°). 图 


4.1.6， 设 域 FF 的 特征 为 素数 pl o e G = Gal(F(z)/ 且 ,其 中 olz) = 上 1 
令 是 为 由 o 生成 的 G 之 子 群 , 求证 | 已 | = p. 试问 : Inv(H) =? 
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证 注意 到 oz = id, 因此 五 = (0) = {1,0,… ,0o?-1} 为 p 阶 循环 群 . 令 aw = 
TPP—7z—1ée F(z),K= F(a), FE=F(7), 则 z 是 多 项 式 f(t)=tP-t-1l-ae Kl 
的 根 . 注意 到 f(t) 的 全 部 根 为 z, z 十 1, … ,z+p 一 1, 因此 f(t) 在 K 上 的 分 
询 域 为 K(x) = E. 从 而 巨 是 K 的 有 限 Galois 扩 域 , |Gal(E/K)|= [IE:K|<p. 


男 一 方面 五 C Gal(B/K). 因此 五 = Gal(B/K). 由 Galois 理论 基本 定理 知 


Inv(H)= Inv(Gal(E/K))=K= F(x?—7— 1). | 


4.1.7. 设 域 的 特征 为 素数 p, a e F. 求证: 

(1) zx? 一 x 一 a 是 下 |z| 中 不 可 约 多 项 式 < 全 不 存在 ce F, 使 得 a 二 cP -ce. 

(2) 如 采 xz? 一 xz 一 a 在 Fx] 中 不 可 约 , 邻 a 为 zx? 一 zx 一 a 的 一 个 根 , 求证 
F(a)/F 为 Galois 扩张 . 试 决 定 Galois 群 Gal(F(a)/FF). 

证 (1) 设 c 是 f(x) = zx? 一 xz 一 a 在 其 分 裂 域 中 的 一 个 根 ,那么 c,c+41,:… ,c+ 
p 一 1 是 f(z) 的 全 部 根 . 故 f(x) 为 可 约 多 项 式 当 日 仅 当 xz-c, x 一 (c+1), :…，, 7x- 
(c+p 一 1) 这 2 个 一 次 多 项 式 中 有 s 个 乘积 属于 F(x), 其 中 s < p. 由 此 推出 这 
s 个 乘积 的 次 高 项 系数 属于 Ff, 从 而 ce F, 即 存在 c EF 使 得 c? -c==a. 反之 . 
右 人 存在 ce 下 使 得 ac=c-c 则 cc+l .c++p--1 是 f(x) 的 全 部 根 . 它们 
均 在 下 中 ,从 而 f(z) 在 下 |z| 中 完全 可 裂 . 

(2) 此 时 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 为 F(a,a 十 1,… ,a 十 p 一 1) = F(a), 于 是 
F(a)/F 是 有 限 Galois 扩张 且 |Gal(F(a)/F)| = [F(a) :=p. 故 Gal(F(a)/F) 
是 p 阶 循环 群 , 事实 上 , Gal(F(a)/F) = (cy 其 中 o(a)=a+i+1. 图 


4.1.8*. 设 工 和 1M 均 是 域 忆 的 子 域 . 求证 : 如 果 工 /(L 门 M) 为 有 限 Galois 
所 张 , 则 LM/M 也 为 有 限 Galois 扩张 , 并 且 Gal(LM/M) 全 Gal(L/(LN MD)). 

证 设 L/(L 门 M) 是 有 限 Galois 扩张 . 则 三 是 荆门 M 上 某 个 可 分 多 项 式 
jz) 在 荆门 M 上 的 分 裂 域 , 即 工 = (LL 门 M)(z1,… ,zn), 其 中 zi,… ,zn 是 f(z) 
的 全 部 根 . 于 是 M(z1,… ,zn) = M(LNM)(z1 ,rn) = ML=LM, 妇 LM 
征 MIz] 中 可 分 多 项 式 f(x) 在 M 上 的 分 裂 域 . 故 LM/M 是 有 限 Galois 扩张 . 

对 于 任 一 ce Gal(LM/M),o 是 x1,… ,zx 的 一 个 置换 , 故 o(L) = 工 ,于 是 
0 € Gal(L/L 门 M). 这 就 给 出 Gal(LM/M) 到 Gal(L/LNMM) 的 群 同 态 , 易 知 这 
个 同 态 的 核 是 {1}. 

剩 下 只 要 证 明 [LM : MI]=[L:LNMNMI 因 L/LMmM 是 有 限 可 分 扩张 , 故 
L=(L 门 M)(Q). 设 g(z) 是 a 在 LMM 上 的 极 小 多 项 式 . 因 LM = M(a), 故 
只 要 证 g(z) 也 是 a 在 M 上 的 极 小 多 项 式 , 即 要 证 g(x) 在 M|z] 中 不 可 约 . 

设 g(z) 在 MI[z] 中 有 分 解 g(x) = h(z)i(zx). 因 L/LNMmM 正规 , 故 元 包含 
g(x) 的 全 部 根 al = a,… , am. 注意 到 hz) 和 1(x) 的 系数 均 是 这 些 根 的 系数 为 
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土 1 的 多 项 式 , 从 而 h(xz) 和 !(z) 的 系数 属于 工 门 M. 所 以 , 由 g(x) 在 LNM 上 
的 不 可 约 性 即 和 g(x) 在 MIz] 中 的 不 可 约 性 . 这 就 完成 了 证 明 . 加 


4.1.9， 设 EBE/F 为 有 限 Galois 扩张 ,NV 和 M 为 中 间 域 E52>NDM2DR, 
并 有 旦 NN 是 M 在 下 上 的 正规 闭 包 . 求证 : 


GallE/N)= [|] ceGalBE/M)o 
oc€CGal(E/rF) 


证 ”根据 Galois 理论 基本 定理 , 只 要 证 


Inv(Gal(E/N)) = Inv | 全 ra | 


oEGal(E/F) 
即 只 要 证 
N= |I Inv(oGal(E/M)o-), 
oEGal(E/F,) 
即 只 要 证 
NV |[ o(M ). (*) 
voEGal(E/F) 
下 证 (*) 式 成 立 . 因为 们 ocGal(E/M)o-! 是 Gal(B/F) 的 正规 子 群 ， 
oEGal(E/F) 


故 ”|[[ co(M) 是 王 的 正规 扩 域 且 包 含 M. 而 NN 是 包含 M 的 的 最 小 正 


oEGal(E/F,) 


规 扩 域 , 因此 有 


Ne |[[ oc). 
oEGal(E/F,) 
为 一 方面 , 由 定义 
JN. 全 了 
MCTCQ, 
T/F 正 规 


其 中 9 为 M 的 代数 闭 包 . 我 们 断言 
N= 全 K. 


MCKCE, 
天 /下 正规 


全 KON. 
MCKCE, 
K/F 正 规 
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反之 , 对 于 任 一 了 , 其 中 M CT Cc 9, TI/F 正规 , (TB)/F 也 正规 . 因此 


有 


MCKCE, 
K/F 正 规 


对 于 任 一 ce Gal(E/F), 且 对 于 任 一 K 


Ne Kk. 


A 


其 中 M C K C , K/F 正规 , 由 于 
Ck, 


ME 开放 cv) Co(K). 而 K/F 正规 , 因此 o(K) = K. 这 表明 o(M) 
从 而 
oM)E {| K=N. 
oEGal(E/F,) MCKCE,, 
K/F 下 规 
这 就 证 明了 (*) 式 成 立 . 
4.1.10. 设 马 为 zt -2 在 Q@ 上 的 分 裂 域 
(1) 试 求 出 BE/Q 的 全 部 中 间 域 . 
(2) 试问 哪些 中 间 域 是 Q 的 Galois 扩张 ? 哪些 域 彼 此 共 斩 ? 
解 (1) 因为 
7 —2= (7— V2)(z + V2)(z — VA)(z + V2i), 
故 EF = Q(V2,—V2, V2i, -V2i) = QV2,i), [EB : Q= 8, |Gal(B/Q)|= 


Gal(E/Q)= {01 一 1d, 02,03,04,05,06,07,08}, 其 中 
02(i) = o2(V2) = — V2; 03(i)=i, os(V2) = V2i; 
04(i) = oa(V2) = —V2i; cg 人 = -i, os(V2) = V2; 
o6(i) = v6( V2) = — VY2.; o7(i) = i, o7(V2) = V2i; 
08g(i) = og(V2) 一 也 52j. 

易 知 Gal( 了/Q) 关 Ds, 其 全 部 非 平 凡 子 群 为 


{1, o2}, {1,05}; {1, oe}, {1,o7}, {1, 08}, 


{1,03, 02, 04} = (03) = (04), {1,02, 05,06}, {1,02, 07, 08}. 
它们 对 应 着 BB/Q 的 全 部 中 间 域 , 依次 为 | 
Qi, V2), Q(V2), Q(VW), QV21 +i)), Q(V2(1 —))), 
Qi)，Q(V2)，Q(V2i). 
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(2) 这 八 个 中 间 域 中 , Q(Gi, V2), Q(i), Q(V2), Q(vV2 是 Q 的 Galois 扩张 
Q(V2) 与 Q(V2i) 共 斩 , Q(Y2(1 +i) 与 Q(YW2(1 - 1) 共 恩 . 除 此 之 外 没有 其 他 
共 恩 的 域 , 这 可 从 群 方面 来 看 . 加 


4.1.11. 设 5 = e 瑟 ,求证 Q(O/Q 是 Galois 扩张 . 求 G = Gal(Q(C/Q). 列 
出 G 的 全 部 子 群 和 它们 对 应 的 Q(C/Q 的 中 间 域 
解 《=e 生 是 12 次 本 原单 位 根 . 


Z —1= (2 —1)(r+1) 
=(z—1)(z+1)(z +z+1)(r z+1)(r +1)(z — 2 +1). 


C 在 Q@ 上 的 极 小 多 项 式 为 x4 一 十 1, Q(0) 是 z2 -1 在 Q 上 的 分 裂 域 . 因此 
Q(O/Q 是 Galois 扩张 上 且 [Q(O :Ql =4G= jd (0)/Q) 是 Klein 四 元 群 . 事实 
上 , Gal(Q(O)/Q)= {01 = id,o02 = 7,03=7,04=7)}, 其 中 7(C) = 6 (6) = CC. 
由 此 可 知 G 的 全 部 子 群 为 {}，(7)， 人 ，(T7W)，G. 它们 所 对 应 的 Q(e)/Q 
的 中 间 域 依次 为 QQ) = Q(C) = Q(C) = Q(C10), Q(C3) = Q(C?), Q(CS + 
C*), Q. 图 


4.1.12， 对 C= ei 做 题 4.1.11 的 事情 . 
解 C=e3i 是 9 次 本 原单 位 根 . 


A a 


6 在 @ 上 的 极 小 多 项 式 为 za+zsa+1l Q(O 是 ze+za+l 在 Q 上 的 分 裂 域 . 
此 Q(O)/Q@ 是 Galois 扩张 且 IJGal(Q(O/Q)I= 6 

令 oi(@ = CC, =1 2 4 5 7 8. 则 Gal(Q(C)/Q)= {01, 02,04,05,07,08} = 
(oz) 是 6 阶 循环 群 . 

因此 Gal(Q(C)/Q) 的 非 平 凡 子 群 为 2 阶 子 群 (03) = (og) 和 3 阶 子 群 (02) = 
(os)， 它 们 所 对 应 的 Q(C)/Q 的 中 间 域 分 别 为 三 次 扩 域 Q(C3 + C6) 和 二 次 扩 域 
Q(C) = Q(C). 加 


4.1.13， 设 n 为 大 于 2 的 整数 , 6, = ewi, 及 为 实数 域 . 求证 : Q(c,) 门 R = 
Qln + Cn ). 
证 由 于 十 C1 = ~ eTi+e- 和 Yi 2cos 卫 < 及 ,因此 Q(C + C1) C 
RN Q(Cn). 
nC—1 
及 之, 先 设 n= 2m 十 1, m > 1. 对 于 任 一 z = D> arcs < 及 站 Q(a, z 的 虚 


t=1 
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部 为 0, 即 nu 一 0. 而 


=] 


3 ont 
Ut a ee -2 (at 一 Qn— t ) Sin 一 一 
nN 


. :i | 
由 Fourier 分 析 知 ， Sin OO—, Sin —, ..., sin 
Nn Nn 


2 是 Q_ 线性 无 关 的 , 因此 。 _- 
an_t = 0. 本 十 


nn 


Doc = D (Geb tonstln t= > ots + 67) Ee Q(t+ 0!). 


t= t= 


其 中 最 后 一 步 由 二 项 式 系 数 的 性 质 和 归纳 法 可 推 知 . 
对 于 n= 2m,m > 1, 类 似 地 讨论 . 而 


4.1.14*， 设 p 为 奇 素数 ，G = e zi 求证 Q(G,) 有 唯一 的 二 次 子 域 K ( 即 
KK 为 QIG) 的 子 域 并 且 [K : Q| = 2). 进而 , K 是 实 二 次 域 ( 即 K C R) <> 
D 三 1 (mod 4). 

注 ”在 解 本 题 之 前 , 回忆 若干 预备 知识 . 用 Z。 表 示 模 ”的 剩余 类 加 法 群 ， 
用 忒 , 表示 Zn 中 的 剩余 类 5 1 < s<n-1, (s,n) = 工作 成 的 p(n) 阶 Abel 
群 , 其 中 yp(n) 是 Euler 函数 . 对 于 整数 n > 1, 整数 g 称 为 模 n 的 原 根 , 如 果 
(g,n) =1 且 5 在 Z* 中 的 乘法 阶 为 p(n). 因此 模 n 的 原 根 存在 当 且 仅 当 Z* 是 
循环 群 , 此 时 Z* 的 任 一 生成 元 5 就 给 出 模 ”的 一 个 原 根 g. 对 哪些 n > 1, 存在 
模 n 的 原 根 , 是 一 个 有 趣 的 问题 . 例如 , 可 参阅 [FY]. 对 于 任 一 素数 p， 包 , 成 为 
域 , 故 Z* 恰 是 域 Z。 的 乘法 群 , 因此 是 循环 群 . 即 模 p 的 原 根 总 存在 . 

证 因 人 是 2 次 本 原单 位 根 , 故 Q(O) 是 z? -1 在 Q 上 的 分 裂 域 , 从 而 
Q(G)/Q 是 有 限 Galois 扩张 . 因 甸 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 zz-1+zp-2 十 .十 z 二 1 
履 [Q):Q =p-1. 故 G 是 p-1 阶 群 ,其 中 G= GalQ(c)/g). 令 g 是 模 p 的 
一 个 原 根 , 并 令 cr : Cp 一 49, 则 oe Gal(Q(Gy)/Q), 且 o 的 阶 为 p-1, 即 G = (0o). 
因为 G 有 唯一 的 2 一 阶 子 群 万 = (o?), 故 由 Galois 理论 基本 定理 知 Q(C,) 有 
唯一 的 二 次 子 域 K, 且 K = Inv((o?)), 其 中 0 “(CS es 

K 为 实 二 次 域 当 且 仅 当 天 Cc RN Q(G) = Q(Gp + 性 1!) (由 题 4.1.13 的 结论 ). 
注意 到 


Dp—1 
Q(G + ls) = by ] U1 一 dp-1, 0Q2 一 Qp—2,°** , Qp-l -| 


t=1] 
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万 一 方面 


K = Inv((o 时 ws 


p—1 
bee 


eg 


p—1 


》 ”az6g : 一 Ed | 
t=1 


t=1 t=1 


因此 K 为 实 二 次 域 当 日 仅 当 
nD—1 
但 


当 且 仅 当 由 Vac 2 可 推出 


FD) QQ 十 名 


Q1 一 QQp-1, Q2 一 CDp 一 2 ，Qp=-1 三 pz+l. 


2 一 工 


由 Yad a Sy 比较 两 边 Cg 的 系数 知 ai = Q02 (注意 下 标 是 模 D 的 ). 


£1 


再 比较 两边 Cg 的 系数 和 av = ar. 继续 下 去 即 得 

Ql1 一 Q92 一 44d 二 4o6 一 :二 4g2s， 
因此 , 若 天 本 取 避 +C9 十 C9 十 C9 十 .… EK 即 可 看 出 存在 s 使 
得 g2 三 -1 (modp). 而 一 1 模 k 的 乘法 阶 为 2, 故 g> 模 p 的 乘法 阶 为 2, 即 


p—1 be 
3 一 2 (2%p 一 一 2 一 由 此 即 知 2 一 是 偶数 , 即 p= 1(mod 人 


反之 , 奋 D=4s+1 则 92 模 7 Me 2. 因此 9% 汪 三 -1 (mod p). 基 
DP—1 力 一 工 
此 由 上 所 述 ， 由 >》 az6g >》 at 可 推出 


| t=1 


Q1 一 Qg2 二 "= Qg2s = Ql 
p—1 p—1 
对 于 任 一 如 1<t< 2 二-, 由 oj; = 》 ojG 可 推出 
j=1 j=1 
Qt = Qg2t = Qg4t = "= Qg2st 一 Qt. 
从 而 KK 为 实 二 次 域 . 加 


4.1.15. 设 BJ/F 为 有 限 Galois 扩张 . 如 果 对 任 一 域 K (FG KCE),K 对 
F 均 有 相同 的 扩张 次 数 [K : 站, 则 [EB : 丰 = p,p 为 素数 
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证 令 G=Gal(B/f). 由 Galois 理论 基本 定理 可 知 此 题目 可 以 翻译 成 : 若 
G 的 任 一 真子 群 H 均 有 相同 的 指数 , 则 |G| = p. 即 若 G 的 任 一 真子 群 均 有 相 
同 的 阶 , 则 G 为 p 阶 循环 群 . 而 由 Sylow 定理 这 是 显然 的 . 加 


4.1.16， (1) 求证 Q(V2, V3, V5)/Q 是 Galois 扩张 , 并 求 此 扩张 的 Galois 群 . 

(2) 求 元 V6+ V10+V15 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 . 

(3) 求证 V6 € Q (V6 + V10 + V15). 

(4) 求 V2 二 V3 在 Q(vV6+ V1i0+ V15) 上 的 极 小 多 项 式 . 

解 (1) Q(V2, V3,vV5) 是 f(z) = (2?2 一 2)(z? -3)(z2 一 5)€ QIz] 在 Q@ 上 的 
分 裂 域 , 因此 是 Galois 扩张 . Gal(Q(V32, V3, V5)/Q) 是 8 阶 群 . 令 


Il = jd; 

oo(V2) = V2, oo(V3) = V3, oo(V5) = —V5; 
o3(V2) = V2, os(V3) = —V3, o3(V5) = V5; 

> o4(V3) = —V3, oa4(V5) 一 一 V5; 
os(V2) = —V2, os(V3) = V3 os(V5) = v5; 
G6(V2) SY 2 o6(V3) = V3, o6(V5) = 一 V5; 
o7(V2) Sy o7(V3) = 一 V3， o7(V5) 一 V5: 

og8(V2) = —V2, os(V3) = —V3, os(V5) = 一 V5. 


故 Gal(Q (v2, V3, V5)/Q)={01,:… ,08} 2Z2 © Za © 22. 

(2) 设 f(z) 是 a = V6 V1i0++ V15 在 Q@ 上 的 极 小 多 项 式 ， 考虑 集合 
Gal(Q(V2, V3, V5)/Q)(a) = {a, 8 = V6 — VI0- Vi5, y = -vV6+V10- 
V15, 6 二 一 V6 一 V10 十 V1i5}. 取 o € Gal(Q(V32,V3,vV5)/Q) 使 得 o(a) = 6. 
在 Q(vV2, V3, V5) 中 , 0 = f(a). 两 边 作 用 o 得 到 0 = f(6). 同 理 可 得 到 ,6 均 
是 f(z) 的 根 . 男 一 方面 ， , 

(7 — Qo)(z— P(r—7Y)(r— 6) 

= (2° — (a + Bz+ap)(r? 一 (7 十 9)7z 十 70) 

= (x2 — 2V6zx — 10V6 — 19)(x? + 2V6z 十 10V6 — 19) 

= (zx? — 19)? — (2V6z 十 10V6)? 

= (2 ~ 38z? + 361) 一 24(z + 5)2 

= 7 — 627? — 2407x — 239 € Q(x). 
通过 计算 可 知 (z 一 Q(z 一 8)(z 一 7Y)(z 一 0) 的 任 一 正 次 数 的 真 因子 不 再 属于 Qlz]. 
从 而 xz 一 62x? 一 240z 一 239 就 是 V6 + V10+ V15 在 Q .上 的 极 小 多 项 式 . 
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(3) 令 a= V6+Vi0+Vi5. 则 oa = 4a+31+2V10+6V6, aa = 
4o 十 41a 十 56 十 8V10 十 6vV15. 因此 


1 1 1 V6 Q 
6 2 0 V10 | = a2 — 4a—31 
0 8 6 V15 oa — 4a*— 4la— 56 


1 11 
因 | 6 2 0 | 是 可 逆 阵 , 故 V6, V10, V15 eQ(a). 
0 8 16 


(4) 令 a=VvV6+V1I0+V15. 因 (V2+V3)2 =5+2Vv6, 故 96=VvV2+V3 
满足 Q(a)[z] 中 多 项 式 2 -5 一 2V6. 因 IQ(v+Vv3) :Qj= 4 = [Q(a) :Q], 若 
Vi+ V3e Q(a), 则 V5 = 和 < Q(a), 进而 由 本 题 (3) 知 Vi, V3 e Q(a)， 
于 是 Q(V2, V3, V5) = Q(Q). 但 [IQ(V2, V3,vV5) : Q] = 8 关 4= [Q(a) : Q]. 矛盾 ! 
于 是 V2 十 V3 在 Q(a) 上 的 极 小 多 项 式 为 zx? -5 -2V6. 较 


82 方程 的 Galois 群 


设 马 是 n (n> 1) 次 多 项 式 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 . 将 Galois 群 Gal(B/F) 
称 为 多 项 式 f(x) 或 方程 f(x) = 0 在 下 上 的 Galois 群 , 记 为 Gal(f(z), 下 )， 
或 Gy. 

Gy 是 f(z) 的 根 集 的 一 个 置换 群 ; 知 f(z) 在 下 上 可 分 , 则 |Gal(f(zx), 五 )| = 
IE:H. 

设 f(z) 无 重 根 , 则 Gy 是 对 称 群 5;, 的 可 迁 子 群 当 且 仅 当 f(x) 在 Flz] 中 
不 可 约 . 

设 ri,… ,rn 是 无 重 根 多 项 式 f(x) 的 全 部 根 , 令 D = ”|| Gi 一 7"), 称 

ll<i<I<n 
d(f) = D? EF 为 f(z) 在 下 上 的 判别 式 . 若 Char FF 冯 2, 则 Gal(E/F(D)) = 
Gi 门 4w; 从 而 Gy C 4 当 且 仅 当 De€ FF. 故 当 Char FF 关 2 时 , 对 于 三 次 (无 重 
根 ) 不 可 约 多 项 式 f(x) 有 


As, Des, 


Gal(f(7x), F) = {4 Dg¢rF 


符 素 数 p 次 不 可 约 多 项 式 f(x) e Q|z] 只 有 两 个 非 实 的 复 根 , 则 Gal(f (x)， 
Q) = 5,. . 
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n 次 一 般 方程 f(x) = 税 十 址 zz 十 :十 如 1z 十 二 =0 在 域 F(t1,… i 
上 的 Galois 群 为 S。 这 里 三 ,…. ,tn 是 域 上 的 独立 的 代数 无 关 元 . 


4.2.1. 设 了 是 特征 为 2 的 域 . 求 f(x) 在 下 上 的 Galois 群 , 其 中 
(1) f(z)=2+z+l1. 
(2 

(1 


解 (1) 设 r 是 f(z) 的 一 个 根 ， 容易 验证 r 72 ,7 十 ?是 f(z) 的 (两 两 不 同 
的 ) 根 . 当 7 4 FF 时, 容易 验证 f(x) 在 下 上 不 可 约 ， 从 而 [Gs| = |Gal(F(r)/F)| = 
f(r) :下 =3. 而 53 的 3 阶 子 群 是 4s. 故 
但 rer, 
Gr = Ga(F(r)/F)= 人 dF 


(2) 芭 7 是 f (7) 的 一 个 根 ， 则 易 验 证 7r, 72 .72 7 十 1 是 f(z) 的 (两 两 不 
同 的 ) 根 . 同 理 可 知 
{1 让 
43， 六 & F. 


Gf = Gal(Ff(r)/F) = | 国 

4.2.2. 设 f(z) e RIz] 是 三 次 不 可 约 多 项 式 . 求证 : d(f) > 0 当 且 仅 当 f(x) 
有 三 个 实 根 ; d(f) < 0 当 目 仅 当 f(x) 只 有 一 个 实 根 . 

证 实 系数 不 可 约 多 项 式 无 重 根 . 奇数 次 实 系数 多 项 式 总 有 实 根 (因为 非 实 
的 复 根 是 共 轿 成 对 出 现 的 ). 故 三 次 实 系数 多 项 式 或 者 有 三 个 实 根 , 或 者 只 有 一 
个 实 根 . 

若 d() > 0, 则 f(z) 必 有 三 个 实 根 . 否则 f(z) 的 三 个 根 具有 形式 1， eR 
r2 二 a 十 bi, rs3 二 a 一 bi，a, be 民 , b 关 0, 其 中 i VvV-1. 于 是 

d(f)= (ri 一 ra) (ri 一 ra3)2(ra 一 7r3)2 = 一 402((ri 一 a)2 上 02)2 < 0. 

右 d(f) < 0 则 f(z) 只 有 一 个 实 根 . 否则 由 d(7) 的 定义 知 d( 户 >0.， 国 


4.2.3， 求 Galois 群 Gal(Q(V2(1 + 十 让 )/Q), 其 中 i = VvV-l. 

解 令 a= V2(1+i), 则 a 在 Q@ 上 的 极 小 多 项 式 为 z4+8. 故 Q(a) :Q] = 4. 
这 个 极 小 多 项 式 的 全 部 根 为 上 WY2(1 +i), 土 V2(1 一 i). 因 $2(1 -i) 4 Q(a), 从 而 
Galois 群 Gal(Q(VY2(1+i)/Q) 中 元 o 只 能 将 a 变 为 上 a. 即 Gal(Q(V2(1+i))/Q) 
征 2 阶 循环 群 . 注意 Q(VY2(1 + iD)/Q 不 是 正规 扩张 . 图 


4.2.4. 设 p 为 系数 ,a e Q@，z? 一 a 为 Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 . 求 z? -a 在 Q 
上 的 Galois 群 . 

解 议 马 是 x? 一 a 在 Q@ 上 的 分 裂 域 . 不 妨 设 o > 0 (a < 0 的 情形 类 
似 讨论 ). 于 是 EB = Q(tWa, w), 其 中 w 是 p 次 本 原单 位 根 . 因 w 在 Q 上 的 极 
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小 多 项 式 为 zp-i +zz-2+ .+Zz+l 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 x? 一 a， 
故 |Gal(E/Q)| = pp 一 1). 任 取 o es Gal(8/Q), 则 o(Wa) = Waw',0<1l< 
Dp 一 1; o(w)==w*, 1 kp 一 1. 由 于 o 完全 由 它 在 Wa 和 ww 上 的 值 唯一 确定 ， 
因此 o 完全 由 上 和 1 唯一 确定 . 记 o = ok, 则 


:Gal(B/Q) 一 GL(2, F); op 0 
容易 验证 % 是 群 同 构 . 因此 x? -a 在 Q@ 上 的 Galois 群 同 构 于 p 元 域 f 上 ?2 
阶 一 般 线性 群 GL(2, 忆 ,) 的 子 群 
| z 


(od 


4.2.5， 决 定 f(x) 在 Q 上 的 Galois 群 , 其 中 

(1) f(x)=7x—67z+3. 

(2) f(z)=7x? —15xz*+9. 

解 (1) 首先 由 Eisenstein 判别 法 知 f(x) = x? 一 6x 十 3 是 Q[z] 中 不 可 约 
多 项 式 . 由 初等 微 积 ve f(z) 恰 有 三 个 实 根 , 从 而 恰 有 两 个 非 实 的 复 根 ( 细 市 
略 去 ). 因此 Gal(f(x)) = 

(2) 在 Zo[x | 中 f(z wp Re 十 1 无 一 次 因子 ; Zo[zx] 中 唯 
一 的 二 次 不 可 约 多 项 式 不 是 z5+z2 +1 的 因子 . 因此 f(x) 在 Zz[z] 中 , 从 而 在 
Q 上 不 可 约 

再 由 初等 微 积分 易 知 f(z) 恰 有 三 个 实 根 , 从 而 恰 有 两 个 非 实 的 复 根 ( 细 市 
略 去 ). 因此 Gal(f(x)) = 55. 图 


pp) 


4.2.6. 决定 f(z) 在 域 上 的 Galois 群 , 其 中 

(1) f(z)=7x*~5, F=Q. 

(2) f(z)=7z4—5, F=Q(vV5). 

(3) f(z)=7x*—5, F=Q(vV5)). 

(4) f(x+) = 7x —10x+4, F=Q©Q. 

解 (1) f(z) = zx4 一 5€ QIzx] 是 四 次 不 可 约 多 项 式 . 由 f(z) 谤 导出 来 的 三 
次 多 项 式 g(x) 为 g(x) = 23 十 207z =Z(2 十 20) = 2Z(Z 十 2V5i)(z — 2vV5i). 

而 [IQ(V5i) : Q] = 2. 又 因 hs 在 Q(V5i)[z] 中 不 可 约 , 故 由 四 次 方程 Galois 
群 的 一 般 结 论 知 Gal(f(z), @) = D4 (二 面体 群 )， 

注 ”也 可 以 不 用 四 次 方程 Galois 群 的 一 般 结论 而 直接 计算 . 因 f(z) 在 Q 上 


第 4 章 Galois 理论 wh 


的 分 异域 Q(V5,i) 相对 于 Q 的 维 数 是 8, 故 Gal(f(z), Q@) 是 8 阶 群 , 这 8 个 元 为 
Tr ld T2 : VE 
T3: Vm V5 irii mn: Yo Yi, iri 
7: Vm > V5, i i To: Ym —Y5, i -i 
i MO YD =e as Ve Sado Typed 


易 知 4 阶 元 73 和 2 阶 元 5 生成 Gal(f(7z),Q) B77 = Ts5. 从 而 Gal(f(z), ©) 
是 二 面体 群 . 
(2) f(z) = 7x4 一 5€Q(v5)Iz] 是 可 约 多 项 式 , 即 有 


7 —5= (7 — V5)(r? + V5). 


令 五 是 f(z) 在 Q(V5) 上 的 分 裂 域 , 则 巨 = Q@(V5)(35, i). 于 是 已 :Q(V5)] = 4 
因此 Gal(f(z), Q(v5 )) 是 4 阶 群 ， 事实 上 , Gal(f(x),Q(V5 )) = {id,o,7,7}, 
其 中 


0: 1m—1, V5 mm — WY5;: ry Di V5;: 7Y :1 Cl, V5 > — V5. 
可 见 Gal(f(z), Q(V5 )) = Ka (Klein 四 元 群 ). 
(3) f(z) = 于 -5EQ(V5i[z] 是 四 次 不 可 约 多 项 式 . f(x) 在 Q(V5i) 上 的 分 
A 


裂 域 Q(Y5 = Q(V5 1(Y5) 相对 于 Q(VB) 的 维 数 是 4, 故 Gal(f(x), Q(V5 i)) 
是 4 阶 群 , 这 4 个 元 为 


T=id; To: V5m —VY5; 
Te V5m > VY5i T4 : WD 
| -VBie Q(V5i)， 故 72，T3，T4 均 为 2 阶 元 , 从 而 Gal(f (zx), 


f(z) = 72“ 一 10xz? 十 4 是 QIz] 中 的 四 次 不 可 约 多 项 式 (这 可 通过 
计算 给 出 : 首先 f(x) 没有 有 理 根 , 其 次 f(x) 不 能 分 解 成 两 个 二 次 有 理 系数 多 项 
式 的 积 ). 由 f(z) 谤 导出 的 三 次 多 项 式 为 


g(x) = 7 +10x2—16z—160= (xz—4)(z+ 4)(z 十 10). 


因此 IQ(4 -4 -10):Q] = 1. 由 四 次 方程 Galois 群 的 一 般 Fe Q) = 


Ks. 哆 
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4.2.7. 设 n> 2 是 正 整 数 , 域 的 特征 为 零 或 与 n 互 素 , & 是 nn 次 本 原单 位 
根 , EB 是 f(z) = zx" 一 1 在 下 上 的 分 裂 域 . 则 


(Zn)”, €¢ bh, 


Gal(f(7), F') = 人 terF 


其 中 (Zz)* 是 Zn 的 单位 群 

证 首先 包 = F(&). 设 dF.VvVoeGal(lE/F),o(t)=t (I<l<n-l) 
也 是 n 次 本 原单 位 根 , 故 (ln) = 1. o 由 1 唯一 确定 , 记 c = ol 于 是 or 一 / 
就 给 出 了 群 的 单 同 态 Gal(f(z), 了 ) 一 (2Z,)*. 

对 于 任 一 4 (ln)=1,1<l<n 一 1, < 和 8 均 是 m” 次 分 圆 多 项 式 B%(7x) 的 
根 . 因 < 和 已 故 B%(z) 是 下 [z] 中 不 可 约 多 项 式 , 从 而 ui( = &, (o1)|p =id 就 
给 出 了 域 同 构 FF(&) 兰 Fe = F(E). 所 以 上 述 群 的 单 同 态 也 是 群 同 构 .、 国 


4.2.8. 设 n>2 是 正 整 数 , 域 严 的 特征 为 零 或 与 交互 素 , 上 是 n 次 本 原单 位 
根 且 上 e 玉 ; 瑟 是 Jo)= 碾 -aeRFz 在 已 上 的 分 裂 域 . 则 Gal(Fz), 局 ) 是 循 
环 群 ; 且 当 f(x) 在 下 上 不 可 约 时 , Gal( jz), 互 ) 是 mn 阶 循环 群 . (注意 与 题 4.2.4 
的 区 别 .) 

证 设 5b 是 f(z) 的 一 个 根 , 则 5,bé,… ,bem-1 是 f(z) 的 全 部 根 ，E = FF(5). 
VoeEeGal(B/F), o(0) = bti, 0<ig<n-1. 因 o 由 i 唯一 确定 , 记 o = oi. 因为 


CC 7 (b) 一 0i(DE7 ) 一 ai(D)67 一 bE’+I 一 O04: 二 7 (b), 


故 oi0; = oi+j, 其 中 下 标 模 m. 

于 是 o; 一 ;就 给 出 了 和 群 的 单 同 态 Gal(f(z), 了) 一 Zn. 从 而 Gal(f(z), 卫 ) 是 
循环 群 Z, 的 子 群 , 故 为 循环 群 . 

当 f(z) 在 上 不 可 约 时 , | : I =n. 因 E/F 是 有 限 Galois 扩张 , 故 
Gal(f(z),F)=[E:F|=n. | 


4.2.9*. 设 pn (p 为 素数 , n > 1) 次 Galois 扩张 B/F 的 Galois 群 Gal(B/F) 
是 pn 阶 循环 群 , L 是 BE/F 的 中 间 域 且 [EBE:0=p. 若 EE=Lw), 则 E= FF(w). 

证 设 Gal(E/F)=(o). 因 E/L 是 p 次 Galois 扩张 , 故 Gal(B/L) 是 p" 阶 
循环 群 (o) 的 p 阶 子 群 . 于 是 Gal(E/L)= (7), T=o?”. 

考虑 多 项 式 

f(z)= [| (2-0 (Ww))e Blzl. 
0<i<pn—1 

因为 fc (z) = f(z), 0<ig yp 一 1, 所 以 f(z) 的 系数 均 属 于 Inv(Gal(E/F)) = 
下 证 f(z) 无 重 根 . 
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令 耳 是 Gal(E/F) 中 保持 v 不 动 的 自 同 构 作 成 的 子 群 , 则 | 五 | = 1, 从 而 
f(z) 无 重 根 . 否则 , 五 包含 Gal(B/F) 的 最 小 子 群 Gal( 瓦 /万 , 于 是 


u EInv(H)C Inv(Gal(E/L)) = 


从 而 得 到 矛盾 B= L(w)= 工 . 

注意 f(z) 在 上 的 分 裂 域 为 K = F(oi(w), 0<i<p"-1), 则 K= 万 
否则 , Gal(EZ/K) 是 阶 大 于 1 的 Gal(E/F) 的 子 群 , 从 而 包含 Gal(B/L), 于 是 
K CL. 但 we K, 故 再 次 得 到 矛盾 we 工 . 

于 是 , 无 重 根 多 项 式 f(x) 在 上 的 Galois 群 Gal(K/F)= Gal(B/F) = (0) 
是 f(z) 根 的 可 迁 置 换 群 , 因此 f(x) 在 下 上 不 可 约 . 于 是 [F(w) : I =p”, 从 而 
E(w 国 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 面 更 一 般 的 结 


4.2.10*. 设 B/F 是 有 限 次 Galois 扩张 , 其 Galois 群 Gal(E/F) 含有 最 小 子 
群 A, LL 二 Inv(A). 帮 EE=Lw), 则 EE= 了 F(wv). 


4.2.11. 任 一 有 限 群 均 是 某 个 域 上 可 分 多 项 式 的 Galois 群 . 

证 ” 任 一 有 限 群 G 均 是 某 个 对 称 群 5,, 的 子 群 . 而 5% = Gal(B/K), 其 中 
慷 二 了 (x1, ,Tn), K = 了 F(t)… ,tn), 这 里 x1,… ,zn 是 域 下 上 独立 的 代数 无 
天 元 , t1,… ,tn 是 z1,… ,zn 的 初等 对 称 多 项 式 . 注意 E/K 是 有 限 Galois 扩 
域 . 由 Galois 理论 的 基本 定理 知 , 存在 K 和 五 的 中 间 域 工 使 得 G = Gal(E/L). 
因为 B/L 也 是 有 限 Galois 扩 域 , 故 是 LL 上 某 个 可 分 多 项 式 f(x) 在 L 上 的 
分 裂 域 , 从 而 G = Gal(E/L) = Gal(f(z), 工 ). 加 

注 ” 任 一 有 限 群 是 否 是 某 个 事先 给 定 域 上 可 分 多 项 式 的 Galois 群 ? 这 是 一 
个 十 分 困难 的 问题 . 例如 , 任 一 有 限 群 是 否 是 Q@ 上 某 个 多 项 式 的 Galois 群 ? 这 
是 运 今 为 止 尚 未 解决 的 公开 问题 . 


83 方程 的 根 式 可 解 性 
知识 要 点 : 
域 F 的 单 扩 张 五 = F(qd) 称 为 根 式 扩张 , 如 果 存 在 正 整数 n 使 得 dm es Ff. 
设 fz) es Flz] 是 正 次 数 多 项 式 . 称 方程 f(s ) =0 在望 上 根 式 可 解 , 如 果 存 
在 域 扩张 链 
FC hk 


使 得 五 1 /Fi 均 为 根 式 扩 张 , 1 <ig<7, 且 CK, 其 中 忆 是 f(z) 在 ff 上 的 分 
裂 域 . 
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Galois 大 定理 : 设 f(z) 是 特征 零 域 上 正 次 数 多 项 式 , 则 /flz) =0 在 下 
上 根 式 可 解 当 日 仅 当 Gal(f(zx), 了 ) 是 可 解 群 . 
下 面 以 习题 的 形式 给 出 这 个 重要 定理 的 证 明 . 


4.3.1*. p 次 Galois 扩张 /JF 的 Galois 群 Gal(Z/F) 是 p 阶 循环 群 (p 


为 系数 ), 且 下 含有 p 次 本 原单 位 根 5. 则 存在 4e 瑟 使 得 媚 = F(d), d? eh 
故 E/F er 张 . 


证 因 [EB: 丰 =p, 故 加 = F(c), 其 中 c 是 巨 中 不 属于 的 任 一 元 . 设 
Gal(E/Ff) = (0o), o?7 = 1. 考虑 Lagrange 预 解 式 
i=cC+o(c)ée +o (ce + +or (cP ep. 


因 & € P, 故 o(&)=&. 于 是 o(di)=o(O)+o?(O)Ei+. .+or 1(c)é( ic = 
5 di 从 而 
o(di) = (0(di))? = (€7"°di)? = di?. 
因 EJ/F 是 有 限 Galois 扩张 , 故 d? eInv((o))= 了 1<i<ny. 
考虑 p 个 变 元 p 个 方程 的 线性 方程 组 
T1+é TatE rst + Viv —di, 1<igp, 


其 系数 行列 式 是 1,&,… ,上 -1 的 Vandermonde 行列 式 : CC 
其 唯一 解 . 因 c,o(c),… ,o?-1(c) 是 qd1,… ,qd 的 FF- 线性 组 合 ，c ¢ 已 故 存在 
dj 4 FP. 取 d=dj;, 则 B=F(d), drer. 图 


4.3.2*， 设 域 开 的 特征 为 零 , 5 是 上 正 次 数 多 项 式 f(x) 在 上 的 分 裂 


域 . 若 Gal(E/F i dd 则 f(x) =0 在 请 上 根 式 可 解 . 
证 今 n=[B: 了 = |Gal(E/P)|& = 6 是 n 次 本 原单 位 根 , Fy = F(&). 
K =E(t). 则 K 是 f(s ) 在 五 上 的 分 裂 域 , 故 开 /E 是 有 限 Galois 扩张 . 


设 一 = Fa am) ， 其 中 al ,am 是 f(x) 的 全 部 根 则 
Gal(F(é)(Q1,.… ,Qam)/F(E)) 可 以 自然 地 看 成 Gal((ai,… ,Qm)/ 了 ) 的 子 群 . 即 
Gal(K/ 忆 ) 十 可 解 群 Gal(E/F) 的 子 群 , 从 而 也 是 可 解 群 . 故 有 次 正规 群 列 (未 
必 是 正规 群 列 ) 


Gal(K/F2)= H2 > Has: Hy = {1}, 


使 得 H;/ Hiii 均 为 p; 阶 循 环 群 . 
由 Galois 理论 基本 定理 得 到 域 的 扩张 链 


Fy CC hegre 
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其 中 = Inv(H;). 因为 K/F 是 有 限 Galois 扩张 , FH; = Gal(K/F), 瓦 3 是 万 
的 正规 子 群 . 对 于 K/F; 用 Galois 理论 基本 定理 知 Fi1/F 是 正规 扩 域 (从 而 是 
有 限 (Gralois 扩张 且 [1 F| 一 Gal(Fir1/F:;)|), 日 


Gal(Firi/F) = Hi/ Hr: 


因 & € 羽 , pi | |Gal(K/F)| nn, 故 五 包含 p; 次 本 原单 位 根 . 因此 由 题 4.3.1 知 
PoaityP 是 根 式 扩张 , 2 < i<7. 从 而 有 根 式 扩张 链 


下 
使 得 巨 CK = EE(&), 即 f(x) =0 在 上 根 式 可 解 . 加 


4.3.3*， 设 万 是 任意 特征 的 域 , /FF 是 有 限 可 分 扩张 . 若 EB/F 有 根 式 扩张 
链 , 则 存在 EE 的 有 限 扩 域 N, 使 得 N/F 是 有 限 正 规 扩张 , 且 N/F 也 有 根 式 扩 
张 链 . 

证 设 户 = (0 是 ua 在 达 上 的 极 小 多 项 去 ， 则 fi(7) 无 
重 根 . 令 NV 是 有 (7z)… f(x) 在 上 的 分 裂 域 , 则 NJ/F 是 有 限 Galois 扩张 . 

设 BB/F 有 根 式 扩 张 链 


Fh Ch CG baa ek 


使 得 yi = Fi(di), dri Eh,1<ig<r. 则 巨 = F(di,… ,dr). 设 Gal(N/F) = 
{1 = 01,on}, n= [IN :了 . 因为 N 是 包含 EB 的 下 的 最 小 正规 扩 域 , 故 (由 题 
3.7.6 可 知 ) 
N= FPF(di,.… , dr, 02(d1),.…- , 02(dr),*… ,On(d1),*… , On(dr)). 

考虑 如 下 域 扩张 链 

FEF(d) CF(di,o2(di)) C+: CF(di,o2(di),.:. ,on(di)) 

C PF(di,o2(d1),** ,on(d1), d2) ES 

< FPF(di,o2(d1),.… , On(d1), d2, 02(d2), , On(d2)) 

Ge (ai ,On(dl)d2,…， ,On(d2)) th , On—1(dr)) C N. 


不 难看 出 这 是 根 式 扩 张 链 . 国 


4.3.4*， 设 域 已 的 特征 为 零 , BB 是 FF 上 正 次 数 多 项 式 f(x) 在 上 的 分 裂 
域 . 奋 f(x) = 0 在 上 根 式 可 解 , 则 Gal( 瑟 / 是 可 解 群 . 
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证 ”由 定义 存在 域 扩张 链 
F=RCchc...Ch=k, 


使 得 141 = Fi(di), dr EE ,1<i<gr7, 且 BCK. 由 题 4.3.3 不 妨 设 KK/F 是 下 
规 扩张 . 令 n 是 ni,… ,nr 的 公 倍数 , 上 是 n 次 本 原单 位 根 . 则 K(E)/F 是 有 限 
Galois 扩张 , 且 有 域 扩张 链 


FECE CE CC hai= KI(E), 


其 中 EE; = (8), 1T<i 和 r+l. 将 GalK(6/-) 作用 在 这 个 域 扩 张 链 上 得 到 群 
的 降 链 


Gal(K(€)/F) 2 Gal(K(é€)/E1) 2 Gal(K(€)/E2) 2…211} 
注意 Bi/F = F(E)/F 是 正规 扩 域 . 又 因为 
Eitri = Fit1(é€) = Fi(di)(€) = Fi(é)(di) = Bi(di), dr* € Ei, 1 <igr, 


年 有 限 Galois 扩张 , 故 K(&)/E; 均 是 有 限 Galois 扩 域 . 对 K(&)/E; 用 Galois 理 
论 基 本 定理 知 Gal(K(&)/ Eiji) 是 Gal(K(E)/B;) 的 正规 子 群 ，0 < i<r. 所 以 上 
述 群 的 降 链 还 是 Gal(K(&)/F) 的 次 正规 群 列 , 且 由 Galois 理论 基本 定理 知 


Gal(K(€)/Ei)/Gal(K(€) /E41) SE Gal(Eiyi/Bi), Oigr. 


由 题 4.2.7 知 Gal(B1/F) 是 Abel 群 ; 而 由 题 4.2.8 知 Gal(Biy1/Bi) 也 都 是 Abel 
样 ，1 < i<7. 从 而 由 可 解 群 的 等 价 刻画 知 Gal(K(&)/F) 是 可 解 群 . 
为 Gal(K/P) 宕 Gal(K(G6V/P)/Gal(K(S/E) 故 Gal(K/P 是 可 解 群 . 而 
Gal(E/F) 守 Gal(K/F)/Gal(K/B), 故 Gal(B/F) 也 是 可 解 群 . 国 
至 此 完成 Galois 大 定理 的 证 明 . 
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